ALGÈBRE 


COURS DE MATHÉMATIQUES 
PREMIÈRE ANNÉE 


À la découverte de l’algèbre 


La première année d’études supérieures pose les bases des mathématiques. Pourquoi se lancer dans une 
telle expédition ? Déjà parce que les mathématiques vous offriront un langage unique pour accéder à une 
multitude de domaines scientifiques. Maïs aussi parce qu’il s’agit d’un domaine passionnant! Nous vous 
proposons de partir à la découverte des maths, de leur logique et de leur beauté. 

Dans vos bagages, des objets que vous connaissez déjà : les entiers, les fonctions. Ces notions en apparence 
simples et intuitives seront abordées ici avec un souci de rigueur, en adoptant un langage précis et en 
présentant les preuves. Vous découvrirez ensuite de nouvelles théories (les espaces vectoriels, les équations 
différentielles, ….). 


Ce tome est consacré à l’algèbre et se divise en deux parties. La première partie débute par la logique 
et les ensembles, qui sont des fondamentaux en mathématiques. Ensuite vous étudierez des ensembles 
particuliers : les nombres complexes, les entiers ainsi que les polynômes. Cette partie se termine par l'étude 
d’une première structure algébrique, avec la notion de groupe. 

La seconde partie est entièrement consacrée à l’algèbre linéaire. C’est un domaine totalement nouveau pour 
vous et très riche, qui recouvre la notion de matrice et d'espace vectoriel. Ces concepts, à la fois profonds et 
utiles, demandent du temps et du travail pour être bien compris. 


Les efforts que vous devrez fournir sont importants : tout d’abord comprendre le cours, ensuite connaître 
par cœur les définitions, les théorèmes, les propositions. sans oublier de travailler les exemples et les 
démonstrations, qui permettent de bien assimiler les notions nouvelles et les mécanismes de raisonnement. 
Enfin, vous devrez passer autant de temps à pratiquer les mathématiques : il est indispensable de résoudre 
activement par vous-même des exercices, sans regarder les solutions. Pour vous aider, vous trouverez sur le 
site Exo7 toutes les vidéos correspondant à ce cours, ainsi que des exercices corrigés. 

Au bout du chemin, le plaisir de découvrir de nouveaux univers, de chercher à résoudre des problèmes... et 
d'y parvenir. Bonne route! 
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Vidéo M partie 1. Logique 
Vidéo M partie 2. Raisonnements 


Fiche d’exercices Logique, ensembles, raisonnements 


Quelques motivations 


- Il est important d’avoir un langage rigoureux. La langue française est souvent ambigüe. Prenons 
l'exemple de la conjonction « ou »; au restaurant « fromage ou dessert » signifie l’un ou l’autre maïs pas 
les deux. Par contre si dans un jeu de carte on cherche « les as ou les cœurs » alors il ne faut pas exclure 
l'as de cœur. Autre exemple : que répondre à la question «As-tu 10 euros en poche ? » si l’on dispose de 
15 euros ? 

* Il y a des notions difficiles à expliquer avec des mots : par exemple la continuité d’une fonction est 
souvent expliquée par « on trace le graphe sans lever le crayon ». Il est clair que c’est une définition peu 
satisfaisante. Voici la définition mathématique de la continuité d’une fonction f : I — R en un point 
Xo El: 

Ve>0 16>0 Vrxelr (Ix—-xo <ô — [f(x)—f(xo)l < €). 
C’est le but de ce chapitre de rendre cette ligne plus claire! C’est la logique. 

* Enfin les mathématiques tentent de distinguer le vrai du faux. Par exemple « Est-ce qu’une augmentation 
de 20%, puis de 30% est plus intéressante qu’une augmentation de 50% ? ». Vous pouvez penser « oui » 
ou « non », mais pour en être sûr il faut suivre une démarche logique qui mène à la conclusion. Cette 
démarche doit être convaincante pour vous mais aussi pour les autres. On parle de raisonnement. 


Les mathématiques sont un langage pour s'exprimer rigoureusement, adapté aux phénomènes complexes, 
qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le raisonnement est le moyen de valider — ou d’infirmer — une 
hypothèse et de l’expliquer à autrui. 
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1. Logique 


1.1. Assertions 


Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en même temps. 
Exemples : 

° «Il pleut.» 

+ «Je suis plus grand que toi. » 

ee «2+2—4» 

ee «2X3—7» 

+ «Pour tout x ER, on a x? > 0.» 

* «Pourtoutz eC,onalz| = 1.» 


Si P est une assertion et Q est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles assertions construites à 
partir de PetdeQ. 


L'opérateur logique «et » 


L'assertion « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. L’assertion « P et Q » est fausse sinon. 
On résume ceci en une table de vérité : 


P\QIVIF 
V VIF 
F Î[FIÎF 


FIGURE 1.1 — Table de vérité de«P et Q >» 


Par exemple si P est l’assertion « Cette carte est un as » et Q l’assertion « Cette carte est cœur » alors l’assertion 
« P et Q » est vraie si la carte est l’as de cœur et est fausse pour toute autre carte. 


L'opérateur logique « ou » 


L’assertion « P ou Q » est vraie si l’une (au moins) des deux assertions P ou Q est vraie. L’assertion « P ou 
Q » est fausse si les deux assertions P et Q sont fausses. 
On reprend ceci dans la table de vérité : 


P\QIvIF 
v |IvIv 
F [VIF 


FIGURE 1.2 — Table de vérité de « P ou Q » 


Si P est l’assertion « Cette carte est un as » et Q l’assertion « Cette carte est cœur » alors l’assertion « P ou Q » 
est vraie si la carte est un as ou bien un cœur (en particulier elle est vraie pour l’as de cœur). 


Remarque. 
Pour définir les opérateurs « ou », «et » on fait appel à une phrase en français utilisant les mots ou, et! Les 
tables de vérités permettent d'éviter ce problème. 


La négation « non » 


L'assertion « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie. 
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P VIF 
nonP FIV 


FIGURE 1.3 — Table de vérité de «non P » 


L'implication —> 


La définition mathématique est la suivante : 


L’assertion « (non P) ou Q » est notée ««P —> Q ». 


Sa table de vérité est donc la suivante : 


FIGURE 1.4 - Table de vérité de«P —> Q» 


L'assertion «P —> Q » se lit en français « P implique Q ». 
Elle se lit souvent aussi « si P est vraie alors Q est vraie » ou «si P alors Q ». 
Par exemple : 
ee «OLxX<25 — x <5»>est vraie (prendre la racine carrée). 
 «XE]—00,—4[ — x?2+3x—4> 0» est vraie (étudier le binôme). 
+ «sin(0)=0 — 0 =0» est fausse (regarder pour 0 = 27 par exemple). 
ee «2+2=5 — ÿ2=2» est vraie! Eh oui, si P est fausse alors l’assertion «P — Q» est toujours 
vraie. 


L’équivalence — 


L'équivalence est définie par : 


«P > Q»>est l’assertion «(P — Q) et (Q — P)». 


On dira « P est équivalent à Q » ou « P équivaut à Q » ou « P si et seulement si Q ». Cette assertion est vraie 
lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses. La table de vérité est : 


P\Q 


\ 
V 
F 
FIGURE 1.5 — Table de vérité de«P > Q >» 


Exemples : 

+ Pour x,x’ ER, l’équivalence «x -x/=0 = (x = 0 ou x’ = 0)» est vraie. 

. Voici une équivalence toujours fausse (quelle que soit l’assertion P) : «P = non(P)». 
On s'intéresse davantage aux assertions vraies qu'aux fausses, aussi dans la pratique et en dehors de ce 
chapitre on écrira «P > Q>ou«P —> Q >» uniquement lorsque ce sont des assertions vraies. Par 
exemple si l’on écrit «P «> Q >» cela sous-entend «P = Q est vraie ». Attention rien ne dit que P et Q 
soient vraies. Cela signifie que P et Q sont vraies en même temps ou fausses en même temps. 
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Proposition 1. 
Soient P.Q,R trois assertions. Nous avons les équivalences (vraies) suivantes : 


1. P > non(non(P)) 

2. (PeætQ) = (QetP) 

3. (PouQ) — (QouP) 

4, non(P et Q) > (non P) ou (non Q) 

5. non(P ouQ) = (non P)et (non Q) 

6. (P et (Q ou R)) > (PetQ)ou(PetR) 
7. (P ou (Q et R)) > (PouQ)et(P ouR) 
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.«P = Q» > «non(Q) — non(P)» 


Démonstration. Voici des exemples de démonstrations : 

4. Il suffit de comparer les deux assertions « non(P et Q) » et «(non P) ou (non Q) » pour toutes les valeurs 
possibles de P et Q. Par exemple si P est vrai et Q est vrai alors « P et Q » est vrai donc «non(P et Q)» 
est faux ; d'autre part (non P) est faux, (non Q) est faux donc « (non P) ou (non Q) » est faux. Ainsi dans 
ce premier cas les assertions sont toutes les deux fausses. On dresse ainsi les deux tables de vérités et 
comme elles sont égales les deux assertions sont équivalentes. 


P\QIvIF 
V FIV 
F |[v|v 


FIGURE 1.6 — Tables de vérité de « non(P et Q) » et de « (non P) ou (non Q) » 


6. On fait la même chose maïs il y a trois variables : P, Q, R. On compare donc les tables de vérité d’abord 
dans le cas où P est vrai (à gauche), puis dans le cas où P est faux (à droite). Dans les deux cas les deux 
assertions « (P et (Q ou R)) » et «(P et Q) ou (P et R) » ont la même table de vérité donc les assertions 
sont équivalentes. 


8. Par définition, l'implication «P — Q » est l’assertion « (non P) ou Q ». Donc l'implication «non(Q) — 
non(P) » est équivalente à «non(non(Q)) ou non(P) » qui équivaut encore à « Q ou non(P) » et donc est 
équivalente à « P —> Q >». On aurait aussi pu encore une fois dresser les deux tables de vérité et voir 
qu’elles sont égales. 


1.2. Quantificateurs 


Le quantificateur Y : «pour tout » 


Une assertion P peut dépendre d’un paramètre x, par exemple « x? > 1 », l’assertion P(x) est vraie ou 
fausse selon la valeur de x. 
L'assertion 


VxEeE P(x) 
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est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de l’ensemble E. 
On lit « Pour tout x appartenant à E, P(x) », sous-entendu « Pour tout x appartenant à E, P(x) est vraie ». 
Par exemple : 

° «YVxE[1,+oo[ (x? > 1)» est une assertion vraie. 

° «VXxXER (x?2> 1)» est une assertion fausse. 

° «VWnEeN n(n+1)est divisible par 2 » est vraie. 


Le quantificateur 1 : «il existe » 


L'assertion 
1xEeE P(x) 

est une assertion vraie lorsque l’on peut trouver au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie. On lit «il 
existe x appartenant à E tel que P(x) (soit vraie) ». 
Par exemple : 

° «1XxXER (x(x—1)< 0)» est vraie (par exemple x = à vérifie bien la propriété). 

°«IneN n° 

même n = 100, un seul suffit pour dire que l’assertion est vraie). 


—n>n» est vraie (il y a plein de choix, par exemple n = 3 convient, mais aussi n = 10 ou 


 «IXER (x? =—1)» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif). 


La négation des quantificateurs 


La négation de«VxeF P(x)» est «1xEFE non P(x)». 


Par exemple la négation de «Yx €[1,+00[ (x? > 1)» est l’assertion «1x € [1,+00[ (x? < 1)». En 
effet la négation de x? > 1 est non(x? > 1) mais s’écrit plus simplement x? < 1. 


La négation de«1xE€E P(x)» est «YVxeE nonP(x)». 


Voici des exemples : 
+ La négation de«3eC (2?+z2+1—0)»est«VzeC (2?+2+1%0)». 
. La négation de«VxEeR (x+1€eZj)»est«1xEeR (x+142Z)». 
+ Ce n’est pas plus difficile d’écrire la négation de phrases complexes. Pour l’assertion : 


VxER 1y>0 (x+7y> 10) 


sa négation est 


1xEeR Vy>0 (x+7y<10). 


Remarques 


L'ordre des quantificateurs est très important. Par exemple les deux phrases logiques 
VxER 1yEeR (x+y>0) et y ER VxEeR (x+y>oO). 


sont différentes. La première est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de gauche à 
droite, ainsi la première phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc dépendre de x) 
tel que x + y > 0. » (par exemple on peut prendre y = |x|+ 1). C’est donc une phrase vraie. Par contre la 
deuxième se lit : «Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x + y > 0. » Cette phrase est fausse, cela ne 
peut pas être le même y qui convient pour tous les x! 

On retrouve la même différence dans les phrases en français suivantes. Voici une phrase vraie « Pour toute 
personne, il existe un numéro de téléphone >», bien sûr le numéro dépend de la personne. Par contre cette 


LOGIQUE ET RAISONNEMENTS 2. RAISONNEMENTS 6 


phrase est fausse : «Il existe un numéro, pour toutes les personnes ». Ce serait le même numéro pour tout le 


monde ! 


Terminons avec d’autres remarques. 


2 


Quand on écrit«1x ER (f(x) = 0)» cela signifie juste qu’il existe un réel pour lequel f s’annule. Rien 
ne dit que ce x est unique. Dans un premier temps vous pouvez lire la phrase ainsi : «il existe au moins 
un réel x tel que f(x) = 0 ». Afin de préciser que f s’annule en une unique valeur, on rajoute un point 
d'exclamation : 


AxeRr (f(x)=0). 


Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est fausse ou vraie. 
Le procédé est algorithmique : on change le «pour tout >» en « il existe » et inversement, puis on prend la 
négation de l’assertion P. 

Pour la négation d’une proposition, il faut être précis : la négation de l’inégalité stricte « < » est l’inégalité 
large « > », et inversement. 

Les quantificateurs ne sont pas des abréviations. Soit vous écrivez une phrase en français : « Pour tout 
réel x, si f(x) = 1 alors x > 0.» , soit vous écrivez la phrase logique : 


VxEeR (f(x)=1 — x >0). 


Mais surtout n’écrivez pas « Yx réel, si f(x) =1 — x positif ou nul». Enfin, pour passer d’une ligne à 
l'autre d’un raisonnement, préférez plutôt « donc » à« —> ». 
Il est défendu d'écrire 4, . Ces symboles n’existent pas! 


Mini-exercices. 


1. Écrire la table de vérité du « ou exclusif ». (C’est le ou dans la phrase « fromage ou dessert », l'un ou 
l’autre mais pas les deux.) 


Écrire la table de vérité de « non (P et Q) ». Que remarquez vous ? 
Écrire la négation de «P — Q». 
Démontrer les assertions restantes de la proposition 1. 


Écrire la négation de « (P et (Q ou R)) ». 


an g = & N 


Ecrire à l’aide des quantificateurs la phrase suivante : « Pour tout nombre réel, son carré est positif ». 
Puis écrire la négation. 


7. Mêmes questions avec les phrases : « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel que leur 
produit soit strictement plus grand que 1 ». Puis « Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que 
exp(x) égale n ». 


. Raisonnements 


Voici des méthodes classiques de raisonnements. 


2. 


1. Raisonnement direct 


On veut montrer que l’assertion «P —> Q » est vraie. On suppose que P est vraie et on montre qu’alors Q 


es 


t vraie. C’est la méthode à laquelle vous êtes le plus habitué. 


Exemple 1. 


M 


ontrer que si a,b € Q alorsa+beQ]. 
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Démonstration. Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels Q sont l’ensemble des réels s’écrivant 
FavecpeZet qe N*. 


p° 
/ 


7 avec p'EeZet q EN*. Maintenant 


Alors a = : pour un certain p € Z et un certain q € N*. De même b = 
_P,p_pa+gp 

q gq qq’ 
Or le numérateur pq” + qp’ est bien un élément de Z; le dénominateur qq” est lui un élément de N*. Donc 
a + b s'écrit bien de la forme a + b = 7 avec p” € Z, q” E N*. Ainsia+bEeQ. 


a+b 


2.2. Cas par cas 


Si l’on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre l’assertion pour 
les x dans une partie À de E, puis pour les x n’appartenant pas à A. C’est la méthode de disjonction ou du 
cas par cas. 


Exemple 2. 
Montrer que pour tout x ER, (x—1|<x?—x+1. 


Démonstration. Soit x € R. Nous distinguons deux cas. 


Premier cas : x > 1. Alors [x — 1| = x — 1. Calculons alors x? 


—x+1—-|x—-1|,. 
'eyrélielrs=1l=ferilefGe=1 
= x?—2x+2 


=(Kk-1 +150, 


Ainsi x?—x+1—|x—1| >0 et doncx?—x+1>|x—1|. 
Deuxième cas : x < 1. Alors |x—1| = —(x—1). Nous obtenons x?—x+1—|x—1| = x2—x+1+(x—1) = x? > 0. 
Et donc x?—x+1>[|x—1|. 

Conclusion. Dans tous les cas x —1| < x2—x +1. 


2.3. Contraposée 


Le raisonnement par contraposition est basé sur l’équivalence suivante (voir la proposition 1) : 


L'assertion «P — Q >» est équivalente à «non(Q) — non(P)». 


Donc si l’on souhaite montrer l’assertion «P — Q », on montre en fait que si non(Q) est vraie alors non(P) 
est vraie. 


Exemple 3. 
Soit n e N. Montrer que si n? est pair alors n est pair. 


Démonstration. Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n° n’est pas pair. Comme 


n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k+1. Alors n? = (2k+1)? = 4k?+4k+1 = 2{+1 
avec £ = 2k? +2k € N. Et donc n? est impair. 
Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n° est impair. Par contraposition ceci est équivalent 


à : si n° est pair alors n est pair. 
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2.4. Absurde 


Le raisonnement par l’absurde pour montrer «P —> Q >» repose sur le principe suivant : on suppose à la 
fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors Q doit être 
vraie et donc«P —> Q» est vraie. 


Exemple 4. 
Soient a, b > 0. Montrer que si 555 — _ alors a = b. 


g. ; : , a _ D a _ D 
Démonstration. Nous raisonnons par l'absurde en supposant que -5 = &= et a # b. Comme 55 = > 


alors a(1+a) = b(1+b) donc a + a? = b+ b? d’où a? — b? = b—a. Cela conduit à (a— b}(a+b) =—(a—b). 


Comme a £ b alors a — b Z 0 et donc en divisant par a — b on obtient a + b = —1. La somme des deux 
nombres positifs a et b ne peut être négative. Nous obtenons une contradiction. 

. L . a — b 
Conclusion : si 5 = 55% alors a — b. 


Dans la pratique, on peut choisir indifféremment entre un raisonnement par contraposition ou par l'absurde. 
Attention cependant de bien préciser quel type de raisonnement vous choisissez et surtout de ne pas changer 
en cours de rédaction ! 


2.5. Contre-exemple 


Si l’on veut montrer qu’une assertion du type «Vx€eE P(x)» est vraie alors pour chaque x de E il faut 
montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est fausse alors il suffit de trouver 
xeE tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation de «Vx EE P(x)»est«IxeE non P(x)».) 
Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple à l’assertion «YVxEeE P(x)». 


Exemple 5. 
Montrer que l’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme de trois carrés ». 
(Les carrés sont les 0?, 12, 22, 32... Par exemple 6 = dE el. 


Démonstration. Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs à 7 sont O, 1, 4 mais avec trois de ces nombres 


on ne peut faire 7. 


2.6. Récurrence 


Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dépendant de n, est vraie pour tout 
n E N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : lors de l’initialisation on prouve P(0). 
Pour l'étape d’hérédité, on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que l’assertion 
P(n +1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence 
P(n) est vraie pour tout n EN. 

Exemple 6. 

Montrer que pour toutneN,2">n. 


Démonstration. Pour n > 0, notons P(n) l’assertion suivante : 
2">n. 
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0. 


Initialisation. Pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc P(0) est vraie. 
Hérédité. Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. 


Des nor car par P(n) nous savons 2" > n, 


>n+l car 2" > 1. 


LOGIQ 


Donc 
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P(n+1)est vraie. 


Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > O0, c’est-à-dire 2" > n pour tout 


n >0. 


Remarques : 


* La rédaction d’une récurrence est assez rigide. Respectez scrupuleusement la rédaction proposée : donnez 


un nom à l’assertion que vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les trois étapes (même si souvent 


l'étape d’initialisation est très facile). En particulier méditez et conservez la première ligne de l’hérédité 


« Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. » 


e Si 
ra 


on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour tout n > no, alors on commence l’initialisation au 


ng lo- 


* Le principe de récurrence est basé sur la construction de l’ensemble N. En effet un des axiomes pour 


définir N est Le suivant : « Soit À une partie de N qui contient 0 et telle que sin € A alors n + 1€ À. Alors 
A=N». 


Mini-exercices. 


1. 
2. 


Na, + 


(Raisonnement direct) Soient a, b ER... Montrer que si a < b alors a < siè <beta<VabK< b. 


(Cas par cas) Montrer que pour tout n EN, n(n + 1) est divisible par 2 (distinguer les n pairs des n 
impairs). 
(Contraposée ou absurde) Soient a, b € Z. Montrer que si b Z 0 alors a + bV2 # Q. (On utilisera que 


v24Q) 
(Absurde) Soit n € N*. Montrer que vn? + 1 n’est pas un entier. 


(Contre-exemple) Est-ce que pour toutxeRonax <2 — x? <4? 
P que P 


n(n+1) 


(Récurrence) Montrer que pour tout n >1,1+2+:-.+n=— 5 


(Récurrence) Fixons un réel x > 0. Montrer que pour tout entier n >1, (1+x) > 1+nx. 


Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon 


Ensembles et applications 


Vidéo M partie 1. Ensembles 

Vidéo M partie 2. Applications 

Vidéo M partie 3. Injection, surjection, bijection 
Vidéo M partie 4. Ensembles finis 

Vidéo M partie 5. Relation d’équivalence 

Fiche d’exercices Logique, ensembles, raisonnements 
Fiche d’exercices # Injection, surjection, bijection 
Fiche d’exercices  Dénombrement 


Fiche d’exercices % Relation d’équivalence, relation d’ordre 


Motivations 


Au début du xx° siècle le professeur Frege peaufinaïit la rédaction du second tome d’un ouvrage qui souhaitait 
refonder les mathématiques sur des bases logiques. Il reçut une lettre d’un tout jeune mathématicien : 
«J'ai bien lu votre premier livre. Malheureusement vous supposez qu'il existe un ensemble qui contient tous les 
ensembles. Un tel ensemble ne peut exister. » S'ensuit une démonstration de deux lignes. Tout le travail de 
Frege s’écroulait et il ne s’en remettra jamais. Le jeune Russell deviendra l’un des plus grands logiciens et 
philosophes de son temps. Il obtient le prix Nobel de littérature en 1950. 
Voici le « paradoxe de Russell » pour montrer que l’ensemble de tous les ensembles ne peut exister. C’est 
très bref, maïs difficile à appréhender. Par l'absurde, supposons qu’un tel ensemble & contenant tous les 
ensembles existe. Considérons 
F={Ee8|E#E)}. 

Expliquons l'écriture E £ EF : le E de gauche est considéré comme un élément, en effet l’ensemble & est 
l'ensemble de tous les ensembles et E est un élément de cet ensemble; le E de droite est considéré comme un 
ensemble, en effet les élément de & sont des ensembles ! On peut donc s'interroger si l'élément E appartient 
à l’ensemble E. Si non, alors par définition on met E dans l’ensemble F. 
La contradiction arrive lorsque l’on se pose la question suivante : a-t-on F € F ou F é F ? L’une des deux 
affirmation doit être vraie. Et pourtant : 

. SiFEF alors par définition de F, F est l’un des ensembles E tel que F # F. Ce qui est contradictoire. 

. SiF£F alors F vérifie bien la propriété définissant F donc F € F ! Encore contradictoire. 
Aucun des cas n’est possible. On en déduit qu’il ne peut exister un tel ensemble & contenant tous les 
ensembles. 
Ce paradoxe a été popularisé par l’énigme suivante : « Dans une ville, le barbier rase tous ceux qui ne se rasent 
pas eux-mêmes. Qui rase le barbier ? » La seule réponse valable est qu’une telle situation ne peut exister. 


Ne vous inquiétez pas, Russell et d’autres ont fondé la logique et les ensembles sur des bases solides. 
Cependant il n’est pas possible dans ce cours de tout redéfinir. Heureusement, vous connaissez déjà quelques 
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ensembles : 


l'ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}. 
l'ensemble des entiers relatifs Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}. 
l'ensemble des rationnels Q = te |peZ,qeN\ {0}}. 
l’ensemble des réels R, par exemple 1, V2, x, In(2),... 
l’ensemble des nombres complexes C. 


Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher à un exemple particulier. Vous 


vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les ensembles, ce sont les 


relations entre ensembles : ce sera la notion d’application (ou fonction) entre deux ensembles. 


1. 


Ensembles 


1.1. Définir des ensembles 


On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un ensemble est une collection d'éléments. 
Exemples : 


{0,1}, f{rouge,noir}, {0,1,2,3,...}=N. 


Un ensemble particulier est l’ensemble vide, noté @ qui est l’ensemble ne contenant aucun élément. 


si x est un élément de E, et x & E dans le cas contraire. 


On note 


Voici une autre façon de définir des ensembles : une collection d'éléments qui vérifient une propriété. 
Exemples : 


{xER|Ix—-21<1}, {sec|:=1}, {xeR|0<x<1}=[0,1]. 


1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire 


L'inclusion. E C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit: VxeE(xeF).On 
dit alors que E est un sous-ensemble de F ou une partie de F. 

L'égalité. E = F siet seulement si ECFet FCE. 

Ensemble des parties de E. On note Z(E) l’ensemble des parties de E. Par exemple si E = {1,2,3} : 


P({1,2,3) = {2,{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}. 


Complémentaire. Si ACE, 
CEA = {x €eE | x # A} 


On le note aussi E \ A et juste CA s’il n’y a pas d’ambiguïté (et parfois aussi A° ou À). 


E oc 
AUB={xEeE|xEeAouxeB} 


Le «ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir à A et à B en même temps. 


Union. Pour ABCE, 
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. Intersection. 


1.3. Règles de calculs 


Soient À, B, C des parties d’un ensemble FE. 

ee ANB=BNA 

° AN(BNC)=(ANB)NC (on peut donc écrire AN BNC sans ambigüité) 
ee AND=S, ANA=A ACB<—ANB=A 

° AUB=BUA 

ee AU(BUC)=(AUB)UC (on peut donc écrire AU B U C sans ambiguïté) 
e AUG=A, AUA=A ACB AUB=B 


° | AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
° [AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 


. C(CA) =A et donc AcCB<=ÇCBCÇCA 
+ C(ANB)=CAUCB 
+ C(AUB)=CANCB 


Voici les dessins pour les deux dernières assertions. 


CA CB 


C(ANB) = CAUCB C(AUB)=CANCB 


Les preuves sont pour l'essentiel une reformulation des opérateurs logiques, en voici quelques-unes : 


13 


* Preuve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC):xEAN(BUC) => xEeAetx E(BUC) = xEAet(xe 
BouxeC) = (xeAetxEeBjou(xeAetxec) = (xeANnBjou(xeANC) & x€E 


(ANB)U(ANC). 
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+ Preuve de C(ANB) = CAUCB : x EC(ANB) > x É(ANB) => non(xEANB) = non(xe 
AetxEeB)  non(x €A) ou non(x EB) = x#Aoux£B — x ECAUCB. 
Remarquez que l’on repasse aux éléments pour les preuves. 


1.4. Produit cartésien 


Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F, est l’ensemble des couples (x,y)oùxeE 
ety EF. 

Exemple 1. 

1. Vous connaissez R? = R x R = {(x, y) |x,y € R}. 


2. Autre exemple [0,1] x R = {(x, y) [O£<x<1,yE R} 


Y 
X 
0 1 
3. [0,1]x[0,1]x[0,1]={(x,y,3)10 < x, y,z < 1} 
Y 
1 Z 
1 X 


Mini-exercices. 

1. En utilisant les définitions, montrer : À £ B si et seulement s’il existe a € A\BoubeB\A. 
2. Énumérer #({1, 2,3, 4}). 

3. Montrer AU(BNC)=(AUB)N(AUC)etC(AUB)=CANCB. 

4. Énumérer {1, 2,3} x {1,2,3,4}. 
5 


. Représenter les sous-ensembles de R? suivants : (10, 1[U[2, 31) x [—1,1|, (R \ (0, 1[U[2, 30) x (GR\ 
[—1,11)n[0,2]). 
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2. Applications 


2.1. Définitions 


* Une application (ou une fonction) f : E — F, c’est la donnée pour chaque élément x € E d’un unique 
élément de F noté f(x). 
Nous représenterons les applications par deux types d'illustrations : les ensembles « patates », l’ensemble 
de départ (et celui d’arrivée) est schématisé par un ovale ses éléments par des points. L'association 
x f(x) est représentée par une flèche. 


f 


L'autre représentation est celle des fonctions continues de R dans R (ou des sous-ensembles de R). 
L'ensemble de départ R est représenté par l’axe des abscisses et celui d’arrivée par l’axe des ordonnées. 
L'association x — f(x) est représentée par le point (x, f(x)). 

Ya 


FC) 
X 
x Le 


+ Fgalité, Deux applications f,g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x EE, f(x) = g(x). On 


note alors f = g. 
* Le graphe de f:E — Fest 

T,={(xf())eExFIxeE)} 
Yi 
_ . 
a 


°+ Composition. Soient f : E — Fetg : F — G alors gof : E — G est l’application définie par 


gof(x)= g(f(x)). 


ef 
. Restriction. Soient f :E— Fet AC E alors la restriction de f à A est l'application 


Ju & À = F 
x > f(x) 
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Exemple 2. 
1. L'identité, idg : E — E est simplement définie par x — x et sera très utile dans la suite. 
2. Définissons f,g ainsi 


f : J0,+o0o[ — ]0,+co![ g: J0,+00[ — R 


x > L ? x ==. 


Alors go f : ]J0,+co[—R vérifie pour tout x e]0, +co : 


1 
127 _ 
sf) = e(ft)=8(e)= = = 50). 


X 


2.2. Image directe, image réciproque 
Soient E,F deux ensembles. 
Définition 1. 
Soit ACEetf :E—F, l’image directe de A par f est l’ensemble 


f(A)= {f(x) | x A} 


Définition 2. 
SoitBCFetf:E—F, l'image réciproque deB par f est l’ensemble 


f(B)={xeE|f(x)eB} 


j (8) 


Remarque. 
Ces notions sont plus difficiles à maîtriser qu’il n’y paraît! 

+ _f(A) est un sous-ensemble de F, f-!(B) est un sous-ensemble de E. 

« La notation « f1(B) » est un tout, rien ne dit que f est un fonction bijective (voir plus loin). L'image 
réciproque existe quelque soit la fonction. 

. L'image directe d’un singleton f({x}) = { f (x)} est un singleton. Par contre l’image réciproque d’un 
singleton f “fé y}) dépend de f. Cela peut être un singleton, un ensemble à plusieurs éléments ; mais 
cela peut-être E tout entier (si f est une fonction constante) ou même l’ensemble vide (si aucune image 
par f ne vaut y). 
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2.3. Antécédents 


Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) = y est un antécédent de y. 
En termes d’image réciproque l’ensemble des antécédents de y est f !({y}). 


Sur les dessins suivants, l'élément y admet 3 antécédents par f. Ce sont x, X2, X3. 


Î 


Mini-exercices. 

1. Pour deux applications f,g : E — F, quelle est la négation de f = g? 

2. Représenter le graphe de f : N — R définie par nr - 

3. Soient f, g,h : R — R définies par f(x) = x?, g(x) = 2x +1, h(x) = x° — 1. Calculer f o(goh)et 
(fog)oh. 

4. Pour la fonction f : R — R définie par x — x? représenter et calculer les ensembles suivants : f([0,1[), 


FR), fQ En JL 20), FL 2[), f[-1, 1]), 1 “CB, FR \ N). 


3. Injection, surjection, bijection 


3.1. Injection, surjection 


Soit E,F deux ensembles et f : E — F une application. 
Définition 3. 
f est injective si pour tout x,x’ € E avec f(x) = f(x’) alors x = x’. Autrement dit : 


Vx,x'EeE (f(x)=f(x) — x=x) 
Définition 4. 


f est surjective si pour tout y € F,ilexiste x € E tel que y = f(x). Autrement dit : 


VyEeF 2xeE (y = f(x) 


Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(F)=F. 
Les applications f représentées sont injectives : 


r 
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Le 
le) 


Les applications f représentées sont surjectives : 


f 


Remarque. 
Encore une fois ce sont des notions difficiles à appréhender. Une autre façon de formuler l’injectivité et la 


surjectivité est d'utiliser les antécédents. 


._f est injective si et seulement si tout élément y de F a au plus un antécédent (et éventuellement aucun). 


*_f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins un antécédent. 


Remarque. 
Voici deux fonctions non injectives : 


| 
LT 


Ainsi que deux fonctions non surjectives : 


Exemple 3. 
1. Soit f, : N — Q définie par f(x) = LR Montrons que f, est injective : soit x,x’ € N tels que 
100) = f(x’). Alors _— — donc 1+x=1+ x et donc x = x’. Ainsi f, est injective. 


Par contre f, n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécédent par f]. Ici il 
est facile de voir que l’on a toujours f,(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent. Ainsi f; 
n’est pas surjective. 


. Soit f2 : Z — N définie par f(x) = x?. Alors f, n’est pas injective. En effet on peut trouver deux éléments 


x,x” € Z différents tels que f,(x) = f,(x’). Il suffit de prendre par exemple x = 2, x’ =—2. 

f2 n’est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun antécédent. Par 
exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par f,, nous aurions f(x) = y, c’est-à-dire x? = 3, 
d’où x = +43. Mais alors x n’est pas un entier de Z. Donc y = 3 n’a pas d’antécédent et f, n’est pas 
surjective. 
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3.2. Bijection 


Définition 5. 
f est bijective si elle injective et surjective. Cela équivaut à : pour tout y € F il existe un unique x € E 
tel que y = f(x). Autrement dit : 


VyEeF xeE (y = f(x) 


L'existence du x vient de la surjectivité et l’unicité de l’injectivité. Autrement dit, tout élément de F a un 
unique antécédent par f. 


Proposition 1. 
Soit E,F des ensembles et f : E — F une application. 


1. L'application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E telle que f og =id- et 
gof =idg. 

2. Si f est biective alors l'application g est unique et elle aussi est bijective. L'application g s'appelle la 
bijection réciproque de f et est notée f”!. De plus (f 7 —. 


Remarque. 
. fog—=id}; se reformule ainsi 
Vyer f(so))=7. 
. Alors quegof = id, s'écrit : 
VxEeE g(f(x)) = X. 
* Par exemple f : R —]0,+oc0[ définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque est 
g :10,+co[— R définie par g(y) =In(y). Nous avons bien exp (n(y)) = y, pour tout y €]0,+co et 
In ( exp(x)) = x, pour tout x ER. 


Démonstration. 


1. + Sens =. Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F — E. Comme f est 
surjective alors pour chaque y € F, il existe un x € E tel que y = f(x) et on pose g(y) = x. On 
a f(g(y)) = f(x) = y, ceci pour tout y € F et donc f o g = id. On compose à droite avec f 
donc f ogof =idrof. Alors pourtoutxeEona f(g o f(x)) = f(x) or f est injective et donc 
gof(x)= x. Ainsi go f = idg. Bilan : f og =idr et gof = idg. 
* Sens =. Supposons que g existe et montrons que f est bijective. 
— f est surjective : en effet soit y € F alors on note x = g(y)€ E; on a bien : f(x) = f(gO)) = 
fog(y)=idr(y)= y, donc f est bien surjective. 
— f est injective : soient x,x’ € E tels que f(x) = f(x’). On compose par g (à gauche) alors 
go f(x) = go f(x”) donc id;(x) = idZ;(x’) donc x = x’; f est bien injective. 


2. + Si f est bijective alors g est aussi bijective car g o f = id; et f o g = id; et on applique ce que l’on 
vient de démontrer avec g à la place de f. Ainsi g = f. 
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. Si f est bijective, g est unique : en effet soit h : F — E une autre application telle que ho f = id; et 
foh=id,;; en particulier f oh = id; = f og, donc pourtout y EF, f(RO)) = f(g)) or f est 
injective alors h(y) = g(y), ceci pour tout y € F ; d’où h = g. 


Proposition 2. 
Soient f :E— Fet g:F — G des applications büjectives. L'application g o f est biective et sa bijection 


réciproque est 
(gof}'=f "og" 


Démonstration. D’après la proposition 1, il existe u : F — E tel queuo f =id; et f ou = id. Il existe aussi 
v:G— Ftelque vog = id; et gov =id,.Ona alors (gof)o{uov) = go(f ou)ov = goid; oy = gov = idg. 
Et(uov)o(gof)=uo(vog)of =ucidrof =uof =id,. Donc go f est bijective et son inverse est u o v. 
Comme u est la bijection réciproque de f et v celle de g alors:uov=f" log"t. 


Mini-exercices. 


1. Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ? 
° f1:R—[0,+o0[, x x2. 

° f1:[0,+o0[—[0,+oo[, x x?. 

 f:N—N,xr x. 

_f1:Z—7Z,x-x—-7. 


° f:R—[0,+cof,x- |x. 


2. Montrer que la fonction f :]1,+co[—1]0,+oco[ définie par f(x) = _ est bijective. Calculer sa 


bijection réciproque. 


4. Ensembles finis 


4.1. Cardinal 


Définition 6. 
Un ensemble FE est fini s’il existe un entier n € N et une bijection de E vers {1,2,...,n}. Cet entier n est 
unique et s’appelle le cardinal de E (ou le nombre d'éléments) et est noté CardE. 

Quelques exemples : 

1. E = {rouge, noir} est en bijection avec {1, 2} et donc est de cardinal 2. 

2. N n'est pas un ensemble fini. 

3. Par définition le cardinal de l’ensemble vide est O. 

Enfin quelques propriétés : 

1. SiA est un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini et CardB < CardA. 

2. Si A,B sont des ensembles finis disjoints (c’est-à-dire AN B = @) alors Card(AU B) = CardA + CardB. 


3. Si À est un ensemble fini et B C À alors Card(A \ B) = CardA — CardB. En particulier si B C Aet 
CardA = CardB alors A = B. 


4. Enfin pour À, B deux ensembles finis quelconques : 
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Card(AU B) = CardA + Card B — Card(ANnB) 


Voici une situation où s'applique la dernière propriété : 


La preuve de la dernière propriété utilise la décomposition 
AUB=AU(B\(ANB)) 
Les ensembles À et B \ (AN B) sont disjoints, donc 
Card(AU B) = CardA + Card (B \(An B)) = CardA + CardB —Card(ANB) 


par la propriété 2, puis la propriété 3. 


4.2. Injection, surjection, bijection et ensembles finis 


Proposition 3. 
Soit E,F deux ensembles finis et f : E — F une application. 


1. Si f est injective alors CardE < CardF. 
2. Si f est surjective alors Card E > CardF. 
3. Si f est bijective alors Card E = CardF. 


Démonstration. 

1. Supposons f injective. Notons F’ = f(E) C F alors la restriction Î :E F’ (définie par fGc) = f(x) 
est une bijection. Donc pour chaque y € F’ est associé un unique x € E tel que y = f(x). Donc E et F’ 
ont le même nombre d’éléments. Donc CardF’=CardE.OrF'CF, ainsi CardE = Card F’ < CardF. 

2. Supposons f surjective. Pour tout élément y € F, il existe au moins un élément x de E tel que y = f(x) 
et donc CardE > CardF. 


3. Cela découle de (1) et (2) (ou aussi de la preuve du (1)). 


Proposition 4. 
Soit E,F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si 


CardE = CardF 
alors les assertions suivantes sont équivalentes : 
i f est injective, 
ii, f est surjective, 


ii, f est bijective. 


Démonstration. Le schéma de la preuve est le suivant : nous allons montrer successivement les implications : 
D 0 = Gi = O0 


ce qui prouvera bien toutes les équivalences. 
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+ (i) — (ü). Supposons f injective. Alors Card f(E) = Card E = Card F. Ainsi f (E) est un sous-ensemble 
de F ayant le même cardinal que F ; cela entraîne f(E) = F et donc f est surjective. 

+ (ii) —> (ii). Supposons f surjective. Pour montrer que f est bijective, il reste à montrer que f est 
injective. Raisonnons par l’absurde et supposons f non injective. Alors Card f(E) < CardE (car au 
moins 2 éléments ont la même image). Or f(E) = F car f surjective, donc Card F < CardE. C’est une 
contradiction, donc f doit être injective et ainsi f est bijective. 

° (iii) — (i). C’est clair : une fonction bijective est en particulier injective. 


Appliquez ceci pour montrer le principe des tiroirs : 


Proposition 5. 
Si l’on range dans k tiroirs, n > k paires de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir contenant (au 
moins) deux paires de chaussettes. 


Malgré sa formulation amusante, c’est une proposition souvent utile. Exemple : dans un amphi de 400 
étudiants, il y a au moins deux étudiants nés le même jour! 


4.3. Nombres d'applications 


Soient E,F des ensembles finis, non vides. On note CardE = n et CardF = p. 


Proposition 6. 
Le nombre d'applications différentes de E dans F est : 


Autrement dit c’est | (Card F)C#%E | 


Exemple 4. 
En particulier le nombre d’applications de E dans lui-même est n”. Par exemple si E = {1,2,3,4,5} alors ce 
nombre est 5° = 3125. 


Démonstration. Fixons F et p = CardF. Nous allons effectuer une récurrence sur n = CardE. Soit (P,) 
l’assertion suivante : le nombre d’applications d’un ensemble à n éléments vers un ensemble à p éléments 
est p". 

. Initialisation. Pour n = 1, une application de E dans F est définie par l’image de l’unique élément de E. 
Il y a p = CardF choix possibles et donc p! applications distinctes. Ainsi P, est vraie. 

+ Hérédité. Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On choisit 
et fixe a € E; soit alors E’ = E \ {a} qui a bien n éléments. Le nombre d’applications de E’ vers F est 
p", par l'hypothèse de récurrence (P,). Pour chaque application f : E’ — F on peut la prolonger en une 
application f : E — F en choisissant l’image de a. On a p choix pour l’image de a et donc p" x p choix 
pour les applications de E vers F. Ainsi P,.,. est vérifiée. 

* Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1. 


Proposition 7. 
Le nombre d’injections de E dans F est : 


pxp=1)*x-.X%x(p=(nR-1)). 


Démonstration. Supposons E = {a;,a2,...,a,}; pour l’image de a, nous avons p choix. Une fois ce choix 
fait, pour l’image de a, il reste p — 1 choix (car a, ne doit pas avoir la même image que a,). Pour l’image 
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de a; il y a p —2 possibilités. Ainsi de suite : pour l’image de a, il y a p —(k— 1) choix... Il y a au final 


px(p—1)x:-:x(p—(n—1)) applications injectives. 


Notation factorielle : n=1x2x3x:.:x n. Avec 1! = 1 et par convention O! = 1. 


Proposition 8. 
Le nombre de bijections d’un ensemble E de cardinal n dans lui-même est : 


Exemple 5. 
Parmi les 3125 applications de {1,2, 3, 4,5} dans lui-même il y en a 5! = 120 qui sont bijectives. 


Démonstration. Nous allons le prouver par récurrence sur n. Soit (P,) l’assertion suivante : le nombre de 
bijections d’un ensemble à n éléments dans un ensemble à n éléments est n! 

* P, est vraie. Il n’y a qu’une bijection d’un ensemble à 1 élément dans un ensemble à 1 élément. 

. Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On fixe a € E. 
Pour chaque b € E il y a -par l'hypothèse de récurrence- exactement n! applications bijectives de 
E\{a}—E\{b}. Chaque application se prolonge en une bijection de E — F en posant a + b. Comme 
ilyan+ichoixdebeE alors nous obtenons n! x (n+ 1) bijections de E dans lui-même. Ainsi P,,, est 
vraie. 

* Par le principe de récurrence le nombre de bijections d’un ensemble à n éléments est n! 

On aurait aussi pu directement utiliser la proposition 7 avec n = p (sachant qu’alors les injections sont aussi 


des bijections). 


4.4. Nombres de sous-ensembles 


Soit E un ensemble fini de cardinal n. 


Proposition 9. 


2CardE 


Il y a sous-ensembles de E : 


Card@(E)=2" 


Exemple 6. 
Si E = {1,2,3,4,5} alors @(E) a 2° — 32 parties. C’est un bon exercice de les énumérer : 
- l’ensemble vide : G, 
° 5 singletons : {1},{2},..., 
+ 10 paires : {1,2},{1,3},...,{2,3},..., 
° 10 triplets : {1,2,3},..., 
° 5 ensembles à 4 éléments : {1,2,3,4},{1,2,3,5},..., 
. et E tout entier : {1,2,3,4, 5}. 


Démonstration. Encore une récurrence sur n = CardE. 
. Sin=1,E = {a} est un singleton, les deux sous-ensembles sont : Get E. 
* Supposons que la proposition soit vraie pour n > 1 fixé. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On fixe 
ae E.Il y a deux sortes de sous-ensembles de E : 
— les sous-ensembles À qui ne contiennent pas a : ce sont les sous-ensembles A C E\{a}. Par l'hypothèse 
de récurrence il y en a 2. 
— les sous-ensembles À qui contiennent a : ils sont de la forme À = {a} UA’ avec A C E \ {a}. Par 
l'hypothèse de récurrence il y a 2" sous-ensembles 4’ possibles et donc aussi 2" sous-ensembles A. 
Le bilan : 2" +27 = 271 parties AC E. 
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* Par le principe de récurrence, nous avons prouvé que si CardE = n alors on a Card @(E) = 2". 


4.5. Coefficients du binôme de Newton 


Définition 7. 
Le nombre de parties à k éléments d’un ensemble à n éléments est noté el ou ce 


Exemple 7. 
Les parties à deux éléments de {1,2,3} sont {1,2}, {1,3} et {2,3} et donc (5) = 3. Nous avons déjà classé 
les parties de {1,2, 3,4, 5} par nombre d'éléments et donc 
. (?) = 1 (la seule partie n’ayant aucun élément est l’ensemble vide), 
. () =5 (ilya 5 singletons), 
. ) = 10 (il y a 10 paires), 
+ (3)= 10. 
+ ()=5, 
. (?) = 1 (la seule partie ayant 5 éléments est l’ensemble tout entier). 
Sans calculs on peut déjà remarquer les faits suivants : 


Proposition 10. 


D OMAUELAIOES 


[L)=®)] 


-[0+0+-+0++027 


Démonstration. 
1. Par exemple : GC) = n Car il y a n singletons. 


2. Compter le nombre de parties À C E ayant k éléments revient aussi à compter le nombre de parties de la 
forme CA (qui ont donc n — k éléments), ainsi (5) _ CL 


3. La formule (6)+(7)+-..+(#)+:..+1(7) = 2" exprime que faire la somme du nombre de parties à k 
éléments, pour k = 0,...,n, revient à compter toutes les parties de E. 


Proposition 11. 


Démonstration. Soit E un ensemble à n éléments, a € E et E’ = E \ {a}. Il y a deux sortes de parties AC E 
ayant k éléments : 
* celles qui ne contiennent pas a : ce sont donc des parties à k éléments dans E’ qui a n — 1 éléments. Il y 
a en a donc CA 
- celles qui contiennent a : elles sont de la forme À = {a} UA’ avec A’ une partie à k — 1 éléments dans E” 
qui a n—1 éléments. Ilyena =: : 
Bilan : (#) = (1-2) + (2) 
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Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients GE La ligne du haut correspond à (0), 
! - s fl 1 | ses EN [2 2 

la ligne suivante à (5) et CL la ligne d’après à A E) et (). . | 

La dernière ligne du triangle de gauche aux coefficients Ch GE … ( 1 

Comment continuer ce triangle pour obtenir le triangle de droite ? Chaque élément de la nouvelle ligne est 

obtenu en ajoutant les deux nombres qui lui sont au-dessus à droite et au-dessus à gauche. 


Z\ ra 
PT HN 
FATATS” PTR TA 
PATINIX ZAININ IN 
1 4. 6 4 1 1 4 6 4 1 

RD 


Ce qui fait que cela fonctionne c’est bien sûr la proposition 11 qui se représente ainsi : 


(D 
\Ÿ 
() 


Une autre façon de calculer le coefficient du binôme de Newton repose sur la formule suivante : 


Proposition 12. 


Gr 


Démonstration. Cela se fait par récurrence sur n. C’est clair pour n = 1. Si c’est vrai au rang n — 1 alors 
écrivons (e) = és + (Fe) et utilisons l'hypothèse de récurrence pour Éa et os! Ainsi 


() _ ee) b F2 1) TG er Dy 5 


: (n—1)! (+) (n—1)! , n 

UO(k—1){n—k—1)! n—k kJ (k—1){n—k—1)! k(n—k) 
n! 

” kn—b! 


4.6. Formule du binôme de Newton 


Théorème 1. 
Soient a, b ER et n un entier positif alors : 
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Autrement dit : 


@+by=(°) a"-b°+ (7) amtbi+e+(?) ant. bt4.+ (7) a°.b" 
0 1 k n 


Le théorème est aussi vrai si a et b sont des nombres complexes. 
Exemple 8. 

1. Pour n = 2 on retrouve la formule archi-connue : (a + b)? = a? + 2ab + b?. 

2. Il est aussi bon de connaître (a + b)° = a° + 3a?b + 3ab? + b°. 

. =. _… ; n n\ _on 

3. Sia = 1 et b —1 on retrouve la formule : D, ( = 2": 
Démonstration. Nous allons effectuer une récurrence sur n. Soit (P,) l’assertion : (a + b}" = >, (e) ais 
b£, 

* Initialisation. Pour n = 1, (a+ b)! — (Ga! b° + ()a°b!. Ainsi P, est vraie. 

+ Hérédité. Fixons n > 2 et supposons que P,_., est vraie. 


(a+b}® = (a+b)-(a+b}" 1 
= afart4e+ (fr jantes + br) 


+b (a He+ é _ LE Hes+ p) 
k—1 


= + (A) Jeter 
= HO 
Dé 


k=0 


Il 


Ainsi P, est vérifiée. 
+ Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1. 


Mini-exercices. 


1. Combien y a-t-il d'applications injectives d’un ensemble à n éléments dans un ensemble à n +1 
éléments ? 


2. Combien y a-t-il d'applications surjectives d’un ensemble à n + 1 éléments dans un ensemble à n 
éléments ? 


3. Calculer le nombre de façons de choisir 5 cartes dans un jeux de 32 cartes. 


4. Calculer le nombre de listes à k éléments dans un ensemble à n éléments (les listes sont ordonnées : 
par exemple (1,2,3) Æ (1,3,2)). 


5. Développer (a — b)*, (a+ b}°. 


6. Que donne la formule du binôme pour a = —1, b = +1? En déduire que dans un ensemble à n 
éléments il y a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair. 
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5. Relation d'équivalence 


5.1. Définition 


Une relation sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x,y)€ E x E de «Vrai » (s'ils sont en 
relation), ou de « Faux » sinon. 

Nous schématisons une relation ainsi : les éléments de E sont des points, une flèche de x vers y signifie que 
x est en relation avec y, c’est-à-dire que l’on associe « Vrai » au couple (x, y). 


C 


Définition 8. 
Soit E un ensemble et Z une relation, c’est une relation d'équivalence si : 
e VxEE,xÆx, (réflexivité) 


0 


Xe 
° Vx,YEE,xRBy — yARXx, (symétrie) 


xe+—*} 


°e Vx,y,3EE,xRyetyBz —> xBz, (transitivité) 


Exemple de relation d'équivalence : 


5.2. Exemples 


Exemple 9. 
Voici des exemples basiques. 
1. La relation Z « être parallèle » est une relation d'équivalence pour l’ensemble E des droites affines du 
plan : 
. réflexivité : une droite est parallèle à elle-même, 
* symétrie : si D est parallèle à D’ alors D’ est parallèle à D, 
*_transitivité : si D parallèle à D’ et D’ parallèle à D” alors D est parallèle à D”. 
2. La relation « être du même âge » est une relation d'équivalence. 
3. La relation « être perpendiculaire » n’est pas une relation d'équivalence (ni la réflexivité, ni la transitivité 
ne sont vérifiées). 


4. La relation < (sur E = R par exemple) n’est pas une relation d'équivalence (la symétrie n’est pas vérifiée). 


ENSEMBLES ET APPLICATIONS 5. RELATION D'ÉQUIVALENCE 28 


5.3. Classes d'équivalence 


Définition 9. 
Soit Z une relation d'équivalence sur un ensemble E. Soit x e E, la classe d'équivalence de x est 


cl(x) = {y €E| Rx} 


cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on dit que y un représentant de 
c(x). 


Soit E un ensemble et Z une relation d'équivalence. 


Proposition 13. 
On a les propriétés suivantes : 


1. d(x)=(y) = x y. 
2. Pourtout x,y EE, cl(x)=cl(y) ou c(x)ncl(y) =. 


3. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) |xecC } constitue une partition de 
E. 


Une partition de E est un ensemble {E;} de parties de E tel que E={ J;E; et E;n E;=@(siifj). 


. 
LS 


1. Pour la relation « être du même âge », la classe d'équivalence d’une personne est l’ensemble des personnes 


Exemples : 


ayant le même âge. Il y a donc une classe d'équivalence formée des personnes de 19 ans, une autre 
formée des personnes de 20 ans... Les trois assertions de la proposition se lisent ainsi : 
* Onest dans la même classe d'équivalence si et seulement si on est du même âge. 
* Deux personnes appartiennent soit à la même classe, soit à des classes disjointes. 
. Si on choisit une personne de chaque âge possible, cela forme un ensemble de représentants C. 
Maintenant une personne quelconque appartient à une et une seule classe d’un des représentants. 


2. Pour la relation « être parallèle », la classe d'équivalence d’une droite est l’ensemble des droites parallèles 
à cette droite. À chaque classe d'équivalence correspond une et une seule direction. 


Voici un exemple que vous connaissez depuis longtemps : 
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Exemple 10. 


Définissons sur E = Z x N* la relation Z par 
@,9)2(p',q) = pq' = p'q. 
Tout d’abord Z est une relation d'équivalence : 

. Z est réflexive : pour tout (p,q) on a bien pq = pq et donc (p,q)Æ(p, q). 

+ À est symétrique : pour tout (p,q), (p’,q') tels que (p,q)Æ(p',q') on a donc pq” = p’q et donc p’q = pq’ 
d’où (p',q')Æ(p,q). 

° est transitive : pour tout (p,q), (p',q’), (p”’,q"”) tels que (p,q)Æ(p',q') et (p’,q')Æ(p”,q”) on a donc 
pq =p'q etp'q” = pq". Alors (pq’)q” = (p'a)q" = q(p'q”) = q(p”q"). En divisant par q’ # 0 on obtient 
pq” =qp” et donc (p,q)Æ(p”,q”). 

Nous allons noter à = ci(p, q) la classe d'équivalence d’un élément (p, q) € Z x N*. Par exemple, comme 
(2,3) (4,6) (car 2 x 6 = 3 x 4) alors les classes de (2,3) et (4,6) sont égales : avec notre notation cela 
s'écrit : 3 = _ 

C’est ainsi que l’on définit les rationnels : l’ensemble Q des rationnels est l’ensemble de classes d'équivalence 
de la relation Z. 

Les nombres 5 = è sont bien égaux (ce sont les mêmes classes) maïs les écritures sont différentes (les 


représentants sont distincts). 


5.4. L'ensemble Z/nZ 


Soit n > 2 un entier fixé. Définissons la relation suivante sur l’ensemble E = Z : 


a=b(modn) = a—bestun multiple den 


Exemples pour n = 7 : 10 =3 (mod 7), 19=5 (mod 7), 77 = 0 (mod 7), —1 = 20 (mod 7). 


Cette relation est bien une relation d'équivalence : 
° Pourtouta€eZ,a—a—=0=0:n est un multiple de n donc a = a (mod n). 
* Pour a, be Z tels que a = b (mod n) alors a — b est un multiple de n, autrement dit il existe k e Z tel 
que a — b = kn et donc b—a =(—k}n et ainsi b = a (mod n). 
° Sia = b (mod n) et b = c (mod n) alors il existe k,k’ € Z tels que a — b = kn et b—c = k’n. Alors 
a—c=(a—b)+(b—c)=(k+k"}n et donc a = c (mod n). 
La classe d'équivalence de a € Z est notée a. Par définition nous avons donc 
a =cl(a) = {pez |b=a (mod n)}. 
Comme un tel b s'écrit b = a + kn pour un certain k e Z alors c’est aussi exactement 
a=a+nZ= {a+kn | keZ}. 
Comme n=0 (mod n),n+1=1(modn),... alors 
D El L Her 0.. 


et donc l’ensemble des classes d'équivalence est l’ensemble 


qui contient exactement n éléments. 

Par exemple, pour n = 7: 
° O={...,—14,—7,0,7,14,21,...} =7Z 
sil. 1-6 L0 16... =lée72 
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 6—={...,—8,—1,6,13,20,...}=6+7Z 
Mais ensuite 7 = {...—7,0,7,14,21,...} — 0 = 7Z. Ainsi Z/7Z — {0, 12. 6} possède 7 éléments. 
Remarque. 
Dans beaucoup de situations de la vie courante, nous raisonnons avec les modulos. Par exemple pour l'heure : 
les minutes et les secondes sont modulo 60 (après 59 minutes on repart à zéro), les heures modulo 24 (ou 
modulo 12 sur le cadran à aiguilles). Les jours de la semaine sont modulo 7, les mois modulo 12... 


Mini-exercices. 


1. Montrer que la relation définie sur N parxZy 2 2 € N est une relation d'équivalence. Montrer 


qu'il y a 3 classes d'équivalence. 


2. Dans R? montrer que la relation définie par (x,y)Æ(x’,y') = x + y’ = x/+ y est une relation 
d'équivalence. Montrer que deux points (x, y) et (x’, y’) sont dans une même classe si et seulement 
s'ils appartiennent à une même droite dont vous déterminerez la direction. 


3. On définit une addition sur Z/nZ par p+q = p + q. Calculer la table d’addition dans Z/6Z (c'est-à-dire 
toutes les sommes p + q pour p,q € Z/6Z). Même chose avec la multiplication p x q = p x q. Mêmes 
questions avec Z/5Z, puis Z/8Z. 
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Nombres complexes 
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Fiche d’exercices # Nombres complexes 


Préambule 


L’équation x +5 = 2 a ses coefficients dans N maïs pourtant sa solution x = —3 n’est pas un entier naturel. 
Il faut ici considérer l’ensemble plus grand Z des entiers relatifs. 


x+5=2 2x=-3 x2=; x2=_ V2 


De même l'équation 2x = —3 a ses coefficients dans Z mais sa solution x = —i est dans l’ensemble plus grand 
des rationnels Q. Continuons ainsi, l'équation x? = à à coefficients dans Q, a ses solutions x, = +1/V2 
et x = —1/V2 dans l’ensemble des réels R. Ensuite l'équation x? = —42 à ses coefficients dans R et ses 
solutions x, = +i V V2 et X2 = —i V/2 dans l’ensemble des nombres complexes C. Ce processus est-il sans 
fin? Non! Les nombres complexes sont en quelque sorte le bout de la chaîne car nous avons le théorème 
de d’Alembert-Gauss suivant : « Pour n'importe quelle équation polynomiale a,x"+ a, x" ++ a,x? + 
aix + ao = 0 où les coefficients a; sont des complexes (ou bien des réels), alors les solutions x1,...,x, sont dans 


l’ensemble des nombres complexes ». 


Outre la résolution d'équations, les nombres complexes s'appliquent à la trigonométrie, à la géométrie 
(comme nous le verrons dans ce chapitre) mais aussi à l'électronique, à la mécanique quantique, etc. 


1. Les nombres complexes 


1.1. Définition 


Définition 1. 
Un nombre complexe est un couple (a, b) € R? que l’on notera a +ib 
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iR : 


Cela revient à identifier 1 avec le vecteur (1,0) de R?°, et i avec le vecteur (0, 1). On note C l’ensemble des 
nombres complexes. Si b = O, alors z = a est situé sur l’axe des abscisses, que l’on identifie à R. Dans ce 
cas on dira que z est réel, et R apparaît comme un sous-ensemble de C, appelé axe réel. Si b Z 0, z est dit 
imaginaire et si b Z 0 et a =0, z est dit imaginaire pur. 


1.2. Opérations 


Siz=a+ibetz = a’ +ib’ sont deux nombres complexes, alors on définit les opérations suivantes : 
. addition :(a+ib)+(a +ib')=(a+a)+i(b+b") 


IR: ; 
3 +2 
_-® 
er À 
Be / 
eeT / 
Dee / 
gg!" / 
F 2 
/ 
ÿ 
! / 
1 _e 
/ -7T Z 
j Les 
/ se 
; er 
US AN 
e . . 
(0) 1 R 


* multiplication : (a+ib) x(a’+ib’)= (aa —bb')+i(ab' + ba’). On développe en suivant les règles de 
la multiplication usuelle avec la convention suivante : 


=] 


1.3. Partie réelle et imaginaire 


Soit z = a +ib un nombre complexe, sa partie réelle est le réel a et on la note Re(z); sa partie imaginaire 
est le réel b et on la note Im(z). 


iR: 
ilm(z) PA 
See den es ee ls © 
Im(z)| it | 
l 
0 1 Re(z) R 
Le Be 


Re(z) 
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Par identification de C à R?, l'écriture z = Re(z) +ilm(z) est unique : 
Re(z) = Re(z’) 
2=Y et 
Im(z) = Im(z’) 
En particulier un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un nombre 
complexe est nul si et et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nuls. 


1.4. Calculs 


Quelques définitions et calculs sur les nombres complexes. 


À 


. L’opposé dez=a+ibest—z =(—a)+i(—b)=—-a—ib. 
° La multiplication par un scalaire À€R :À1-z=(Aa)+i(Ab). 
+ L'inverse : siz Z 0, il existe un unique z’ € C tel que zz’ = 1 (où 1 = 1 +i xO). 
Pour la preuve et le calcul on écrit z = a +ib puis on cherche z’ = a’ +ib’ tel que zz’ = 1. Autrement 
dit (a+ib}(a’ +ib’) = 1.En développant et identifiant les parties réelles et imaginaires on obtient les 
équations 
aa’ —bb'=1 (L:) 
ab'+ba —0 (L)) 
En écrivant aL,+bL, (on multiplie la ligne (L.) par a, la ligne (L;) par b et on additionne) et —bL;+aL; 


/ 2 2) — EE a 
ac + ue =a 7. F _ a+ 
b'(a?+b?)=-b bd=- 
L'inverse de z, noté 1, est donc 


il a —b a—ib 
Z = 


on en déduit 


= +i . 
z a2+b2 a2+b2 a2+b2 
+ La division : # est le nombre complexe z x JL. 
+ Propriété d’intégrité : si zz’ = 0 alors z = 0 ou z’=0. 


2 


e 5 . + n 
* Puissances :22=zxz,z"=23x...x 32 (n fois, n e N). Par convention 2° = 1 etz" = (2) = J. 


Proposition 1. 
Pour tout z e C différent de 1 


1+2+22+...+2" 


La preuve est simple : notons S = 1+z3+232+-.:+2", alors en développant S : (1 —z) presque tous les 


termes se télescopent et l’on trouve S :(1—z)=1—z"*1, 


NOMBRES COMPLEXES 1. LES NOMBRES COMPLEXES 34 


Remarque. 


Il n’y pas d’ordre naturel sur C, il ne faut donc jamais écrire z > 0 ou z < z’. 


1.5. Conjugué, module 


Le conjugué de z = a+ib est Z = a —ib, autrement dit Re(Z) = Re(z) et Im(Z) = —Im(z). Le point Z est le 
symétrique du point z par rapport à l’axe réel. 

Le module de 3 = a +ib est le réel positif |z| = Va? + b2. Comme z xZ=(a+ib}(a—ib) = a? + b? alors 
le module vaut aussi |z| = 1zZ. 


CEA g=a+ib 
(l 
[l 
! 
! 
! 


= =:==;> 
NI 
[e} 
el 


Quelques formules : 

e2+2/=24+3, 22, 22/32 
7-7 —2ER 

e=zxz, (=, || = 171 
° |=0—z3=0 


Proposition 2 (L'inégalité triangulaire). 


|z +3] < 21 + |z| 


Avant de faire la preuve voici deux remarques utiles. Soitz =a+ibeCaveca,beR: 


. |Re(z)| < |z| (et aussi |Im(z)| < |z|). Cela vient du fait que |a| < Va? + b2. Noter que pour un réel |a| 
est à la fois le module et la valeur absolue. 


e [2+Z—=2Re(z)|et z—23 =2ilm(z). Preuve :z2+Z=(a+ib)+(a—-ib)=2a=2Re(z). 
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Démonstration. Pour la preuve on calcule |z + z/[? : 


+32 = (2+2)(2+2) 


22+ 2/2 +33! +3/3 
= |:}+13|}+2Re(z/3) 
1212 + [3/12 + 2132] 
21? + 13/1? + 2123’ 
(Iz1 +131)? 


IN UN /A 


Exemple 1. 


Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des côtés. 


Si les longueurs des côtés sont notées L et £ et Les longueurs des diagonales sont D et d alors il s’agit de 
montrer l'égalité 


Did ent + 


Démonstration. Cela devient simple si l’on considère que notre parallélogramme a pour sommets 0, z, z” 
et le dernier sommet est donc z +2’. La longueur du grand côté est ici |z|, celle du petit côté est [z/|. La 
longueur de la grande diagonale est [z+2/|. Enfin il faut se convaincre que la longueur de la petite diagonale 
est |z —z”|. 


D?+d=|2+2/+|:-7| = (z+2)(c+2)+(2-2)(5—2) 
22+22/+2/3+2/2/ 423-223 23422! 
223 + 22/8 =2|:[2+2|2/[ 
— 212+2L? 


Mini-exercices. 
Calculer 1—2i+ - 
Écrire sous la forme a + i b les nombres complexes (1 +i)2, (1+i)5, (1+i)+, (1+i8. 


En déduire 1+(1+i)+(1+1i)2+:..+(1+i)7. 


Soit ze C tel que [1+iz| =|1—-iz|, montrer que z ER. 


Montrer que si |Rez| < |Rez’| et |Imz| <|Imz’| alors |z| < |z’|, mais que la réciproque est fausse. 


n fi EE & NN © 


Montrer que 1/3 =2/ 21? (pour z £ O). 
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2. Racines carrées, équation du second degré 


2.1. Racines carrées d’un nombre complexe 


Pour z e C, une racine carrée est un nombre complexe w tel que «? =. 


Par exemple si x ER,, on connaît deux racines carrées : ÿx,—4x. Autre exemple : les racines carrées de 
—1 sont i et —i. 

Proposition 3. 

Soit z un nombre complexe, alors z admet deux racines carrées, w et —«. 


Attention ! Contrairement au cas réel, il n’y a pas de façon privilégiée de choisir une racine plutôt que l’autre, 
donc pas de fonction racine. On ne dira donc jamais « soit w la racine de z ». 

Si z Z 0 ces deux racines carrées sont distinctes. Si z = 0 alors « = 0 est une racine double. 

Pour z = a +ib nous allons calculer « et —w en fonction de a et b. 


Démonstration. Nous écrivons w = x +i y, nous cherchons x, y tels que «w? —z. 


O=Zz (x+iy)=a+ib 
x?—y?=a en identifiant parties 
2xy =b et parties imaginaires. 


Petite astuce ici : nous rajoutons l'équation ||? = || (qui se déduit bien sûr de w? = z) qui s'écrit aussi 
x? + y? = Ya2 + b2. Nous obtenons des systèmes équivalents aux précédents : 


xŸ—y?=a 2x2 = Va? +b2+a x=+ iv var+b2+a 
2xy =b — 4 2y?=V@+b-a = y=+ivVVa+b-a 
x? + y? = Va? +b?2 2xÿ=b 2xÿ=b 


Discutons suivant le signe du réel b. Si b > 0, x et y sont de même signe ou nuls (car 2xy = b > 0) donc 


1 / / 
o=# | Va?2+b2+a+i Va+bi-a), 
et si b <0 
1 / / 
we | Va?+b2+a—i Va+ti-a). 


En particulier si b = 0 le résultat dépend du signe de a, si a > 0, Va? = a et par conséquent w = +ÿ/a, 
tandis que si a <0, Vva?2=—-a et donc w=+iy-a=+ivylal. 


Il n’est pas nécessaire d'apprendre ces formules mais il est indispensable de savoir refaire les calculs. 


Exemple 2. 
Les racines carrées de i sont #20 +i)et (ti +i). 
En effet : 
a =i — (x+iy} =i 
y 0 
2xy =1 
Rajoutons la conditions |[w|? = |i| pour obtenir le système équivalent au précédent : 
x?2—y2=0 2x2=1 X=+T 
2xy =1 ee — Y=+Z 
pr l 2xy =1 pl 


Les réels x et y sont donc de même signe, nous trouvons bien deux solutions : 


X+iy = 


Là 
V2 V2 
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2.2. Équation du second degré 


Proposition 4. 

L’équation du second degré az? + bz + c = 0, où a, b,ce Cet a # 0, possède deux solutions 31,22 € € 
éventuellement confondues. 

Soit À = b? — 4ac le discriminant et 6 € C une racine carrée de A. Alors les solutions sont 


—b +56 —b—5û 
21 — et Z2 — . 
2a 2a 
Et si À = O0 alors la solution z = z, = z, = —b/2a est unique (elle est dite double). Si on s’autorisait à écrire 


ô = v À, on obtiendrait la même formule que celle que vous connaissez lorsque a, b, c sont réels. 


Exemple 3. 
—1+i 
°22+23+1—0, A=-3, 6 = i 3, les solutions sont z = _ 
Vo) ; 
. —1 + (1 +i) 
. 224+3+ 2 =0, A=i, Ô = 32(1 +i), les solutions sont z = 2 = ir 20 + à), 


2 
On retrouve aussi le résultat bien connu pour le cas des équations à coefficients réels : 


Corollaire 1. 
Si les coefficients a, b,c sont réels alors À ER et les solutions sont de trois types : 


b 
e si À = 0, la racine double est réelle et vaut En — 
a 


—b + YA 
°e si À > 0, on a deux solutions réelles no  : 
a 
| . . , —b+iv—-A 
° si À <0, on a deux solutions complexes, mais non réelles, a 
a 


Démonstration. On écrit la factorisation 


| (e+2+5)-(( +2) + 

az“ +bz+c —= alz*+-2+-|=al[z+—| —-—+- 

a a 2a 4a? a 

(+2) -&)=((+2) € 

allz+— |] ——]-=al{[zg+— | — — 

2a 4a2 2a 4a2 
22) 1) 
al|z+—|-— g+— |+— 
2a 2a 2a 2a 


a(s- (2) =a(z—2,)(3—2) 


Donc le binôme s’annule si et seulement si z = z, ou z = 22. 


2.3. Théorème fondamental de l’algèbre 


Théorème 1 (d’Alembert-Gauss). 

Soit P(z) = a,z"+a,_12" +. + 413 + ao un polynôme à coefficients complexes et de degré n. Alors 
l'équation P(z) = 0 admet exactement n solutions complexes comptées avec leur multiplicité. 

En d’autres termes il existe des nombres complexes z1,...,3, (dont certains sont éventuellement confondus) 
tels que 


P(z)= (2-21) —22)-."(2 —23). 


Nous admettons ce théorème. 
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Mini-exercices. 

. Calculer les racines carrées de —i, 3 —4:i. 

. Résoudre les équations : 322 +z—1—0, 232 +(—10—10i)z+24—10i—0. 

. Résoudre l'équation 32 + (i—2)z — i 42, puis l'équation Z*+(i—42)Z?—i 2. 

. Montrer que si P(z) = x? + bz + c possède pour racines 21,3, € C alors z, +2: =—betz,-2=c. 


. Trouver les paires de nombres dont la somme vaut i et le produit 1. 


OS OU OR © ND 


. Soit P(z) = a,z"+a,_ 13" +... + a avec a; € R pour tout i. Montrer que si z est racine de P alors z 
aussi. 


3. Argument et trigonométrie 


3.1. Argument 


Si z = x +iy est de module 1, alors x? + y? = |z|? = 1. Par conséquent le point (x, y) est sur le cercle unité 
du plan, et son abscisse x est notée cos 0, son ordonnée y est sin 0, où 8 est (une mesure de) l’angle entre 
l'axe réel et z. Plus généralement, si z £ 0, z/|z| est de module 1, et cela amène à : 

Définition 2. 

Pour tout z € C* = C \ {0}, un nombre 0 ER tel que z = |z|(cos 0 +isin 0) est appelé un argument de 

z et noté 0 = arg(z). 


D" 


Cet argument est défini modulo 2x. On peut imposer à cet argument d’être unique si on rajoute la condition 
0€el-n,+r]. 


Remarque. 


/ 
0=0 (mod2r) > kEeZ,0=0 +2%kr pr Se 
sin 0 = sin 0 

Proposition 5. 
l'argument satisfait les propriétés suivantes : 

- arg(zz/) = arg(z)+arg (x) (mod 27) 

. arg(z") =narg(z) (mod 27) 

. arg(1/z) = —arg(z) (mod 27) 

+ arg(z) =—argz (mod 27) 
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Démonstration. 


Il 


Iz| (cos 0 +isin 0) FA (cos 0’ +isin 0’) 
E4 (cos 0 cos 0’ —sin 6 sin 0’ +i (cos 0 sin 0’ + sin 0 cos 0')) 
— |23/| (cos(a + 0’) + isin(0 + 0’)) 


/ 
ZZ 


Il 


donc arg (zz’ ) = arg(z) + arg (z’ ) (mod 2x). On en déduit les deux autres propriétés, dont la deuxième par 


récurrence. 


3.2. Formule de Moivre, notation exponentielle 


La formule de Moivre est : 


(cos 0 +isin 0)" = cos(n0)+isin(n6) 


Démonstration. Par récurrence, on montre que 
(cos@ +isin0}" — (cos0 +isin0}" ! x(cos0 +isin0) 
(cos((n—1)0)+isin((n—1)8)) x (cos 0 +isin@) 
— (cos((n—1)80)cos 0 —-sin((n—1)0)sin0) 
+i(cos((n—1)0)sin0 +sin((n—1)0)cos@) 


— cosn0 +isinn0 


Nous définissons la notation exponentielle par 


Q 


e!° = cos 0 +isin 0 


et donc tout nombre complexe s'écrit 


où p = |z| est le module et 0 = arg(z) est un argument. 


. . F4 . i 1 / 
Avec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = peï° et 3/ = p'ei° 


à «A1 : / 
2z! = pp'ei0ei0 = pp'ele re] 


g1 — (peï®)" _ p" (ei9)" _ pren 
. 18) _ i -i8 

1/2=1/(pe }= mL 

3= pe i? 

La formule de Moivre se réduit à l'égalité : (er) sp 


Et nous avons aussi : pei® = p'ei®" (avec p,p! > 0) si et seulement si p = p' et 0 = 0’ (mod 2x). 


3.3. Racines n-ième 


Définition 3. 
PourzeCetneN, une racine n-ième est un nombre w € C tel que w" = 2. 
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Proposition 6. 
Il y a n racines n-ièmes «9, @1,...,@n_1 de z = peï, ce sont : 


Démonstration. Écrivons z = pei° et cherchons w sous la forme w = rei! tel que z = w”". Nous obtenons 


nes | 
donc pei® = w"=(reit) = r'eift, Prenons tout d’abord le module : p = [pet] — lee | = r" et donc 
r = pl/" (il s’agit ici de nombres réels). Pour les arguments nous avons el"! — ei et donc nt = 8 (mod 2x) 


(n'oubliez surtout pas le modulo 27 !). Ainsi on résout nt = 0 +2kr (pour k € Z) et donc t = £ + 2, Les 
i0+2ikr . a26s . acte 
1e n . Mais en fait il n’y a que n solutions distinctes 


solutions de l'équation w" = z sont donc les «y = p 
Car ©, = ©Wp, Wnr1 = ©, ...Ainsi les n solutions sont &5, ©,..., 1. 


Par exemple pour z = 1, on obtient les n racines n-ièmes de l’unité e2ikr/n k—=0,...,n—1 qui forment un 
groupe multiplicatif. 


À À 
j=eir/ i Î 
2 — ,4i7/3 
Racine 3-ième de l'unité (3 = 1, n = 3) Racine 3-ième de —1 (3 = —1, n =3) 


Les racines 5-ième de l'unité (z = 1, n = 5) forment un pentagone régulier : 


A 
i 
etir/5 LT} 


esir/s Lu 


esir/s 


3.4. Applications à la trigonométrie 


Voici les formules d’Euler, pour 0 ER: 
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Ces formules s’obtiennent facilement en utilisant la définition de la notation exponentielle. Nous les 
appliquons dans la suite à deux problèmes : le développement et la linéarisation. 


Développement. On exprime sinn@ ou cosn@ en fonction des puissances de cos 0 et sin 0. 


Méthode : on utilise la formule de Moivre pour écrire cos(n0) +isin(n0) = (cos 0 +isin0)" que l’on 
développe avec la formule du binôme de Newton. 


Exemple 4. 


cos30 +isin30 —= (cos0 +isin0)° 
= cos? 0 + 3icos? 0 sin 0 — 3 cos 0 sin? 0 — isin® 0 
= (cos 0 —3cos 6 sin? 0)+i(3 cos? 6 sin 0 — sin” 0) 
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que 


cos30 = cos 0 —3cos0sin?0 et  sin30 = 3cos° 6 sin 0 —sin° 6. 


Linéarisation. On exprime cos” 6 ou sin” 0 en fonction des cos k6 et sin k@ pour k allant de 0 à n. 


i0_,—i0 vf 
Méthode : avec la formule d’Euler on écrit sin” 0 = (=) . On développe à l’aide du binôme de Newton 


puis on regroupe les termes par paires conjuguées. 


i0 —i0 \3 
. e'”—e 
sin? 0 — — 
2i 


— — (CF = see tr e 3ei9(e—i9Y —(e7 18%) 


Exemple 5. 


_ (6819 — 3010 +308 — 6-316) 
—8i 
1fe3i0_6-3i0  i0 _ io 
ES 
A 2i 2i ) 
sin30 3sin0 
_— + 
4 4 


Mini-exercices. 

1. Mettre les nombres suivants sont la forme module-argument (avec la notation exponentielle) : 1, i, 
—1, 1, 8i, 141, V3 —i Y3—i, ne (V3 —i) 2% où 20xx est l’année en cours. 

2. Calculer les racines 5-ième de i. 

3. Calculer les racines carrées de 3 + i de deux façons différentes. En déduire les valeurs de cos + et 
sin + 

12} 
4. Donner sans calcul la valeur de ©6 + ©, +---+w,_1, où les w; sont les racines n-ième de 1. 


5. Développer cos(40); linéariser cos“ 0 ; calculer une primitive de 0  cos* 0. 
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4. Nombres complexes et géométrie 


On associe bijectivement à tout point M du plan affine R? de coordonnées (x, y), le nombre complexe 
= x +iy appelé son affixe. 


4.1. Équation complexe d’une droite 


Soit 

ax + by =c 
l'équation réelle d’une droite  : a,b,c sont des nombres réels (a et b n'étant pas tous les deux nuls) 
d’inconnues (x, y) € R?. 


Écrivons 3 = x +iy € C, alors 
z +2 Zz —2 
re 5 = . 2 
7 21 
donc % a aussi pour équation a(z + Z) —i b(z —3) = 2c ou encore (a—ib}z +(a +ib)}z = 2c. Posons 


w=a+ibeC*etk=2ceR alors l'équation complexe d’une droite est : 


où HE C*etkER. 


4.2. Équation complexe d’un cercle 


Soit &(Q, r) le cercle de centre Q et de rayon r. C’est l’ensemble des points M tel que dist(Q, M) = r. Si 
l’on note w l'affixe de N et z l’affixe de M. Nous obtenons : 


2 


dist({,M)=r = -o|=r = -o=r = (z-w)(z:-0)=r° 


et en développant nous trouvons que l'équation complexe du cercle centré en un point d’affixe «w et de 


rayon r est: 


où wEeCetreRk. 


. ne (Al — 
4.3. Equation 5; — k 
Proposition 7. 


Soit À, B deux points du plan et k€R,. L'ensemble des points M tel que MA _kest 


MB — 
. une droite qui est la médiatrice de [AB], si k =1, 


° un cercle, sinon. 
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Exemple 6. 


Prenons À le point d’affixe +1,B le point d’affixe —1. Voici les figures pour plusieurs valeurs de k. 
Par exemple pour k = 2 le point M dessiné vérifie bien MA = 2MB. 


Démonstration. Si les affixes de A,B,M sont respectivement a, b,z, cela revient à résoudre l’équation 
l3—al _ 


lz—bl 


Iz— al 
I3 — b| 


=k= a? =Kk2|;-b|? 


— (z2—a)z—a)=k?(z—b)(z—b) 

= (1—k?2)z3—z(a—k2b)—Z(a —Kk2b)+|al?—Kk?|b[? =0 
Donc si k — 1, on pose w = a — k?b et l'équation obtenue z& + Z«w = |a|? — k2|b|? est bien celle d’une 
droite. Et bien sûr l’ensemble des points qui vérifient MA = MB est la médiatrice de [AB]. Si k Æ 1 on pose 


_j2 ; : : on: —lal2+k2b[2 / : 

w = + LE alors l'équation obtenue est 23 — z6ù — Z« = He CR. C’est l'équation d’un cercle de centre « 
: fai 2 2. ape se 2 lab, aff 

et de rayon r satisfaisant r— [of = 5, soit r° — Gex + Le — 


Ces calculs se refont au cas par cas, il n’est pas nécessaire d’apprendre les formules. 


Mini-exercices. 
1. Calculer l'équation complexe de la droite passant par 1 et i. 


2. Calculer l'équation complexe du cercle de centre 1 +2i passant par i. 


- pi : 
3. Calculer l'équation complexe des solutions de ï = 1, puis dessiner les solutions. 
Z — 
k | I3—il 
4. Même question avec PET = 
VA — 
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Arithmétique 


Vidéo M partie 1. Division euclidienne et pgcd 
Vidéo M partie 2. Théorème de Bézout 

Vidéo M partie 3. Nombres premiers 

Vidéo m partie 4. Congruences 


Fiche d’exercices  Arithmétique dans Z 


Préambule 


Une motivation : l’arithmétique est au cœur du cryptage des communications. Pour crypter un message on 
commence par le transformer en un -ou plusieurs- nombres. Le processus de codage et décodage fait appel 
à plusieurs notions de ce chapitre : 

* On choisit deux nombres premiers p et q que l’on garde secrets et on pose n = p x q. Le principe étant 
que même connaissant n il est très difficile de retrouver p et q (qui sont des nombres ayant des centaines 
de chiffres). 

* La clé secrète et la clé publique se calculent à l’aide de l'algorithme d’Euclide et des coefficients de 
Bézout. 


Les calculs de cryptage se feront modulo n. 
. Le décodage fonctionne grâce à une variante du petit théorème de Fermat. 


1. Division euclidienne et pgcd 


1.1. Divisibilité et division euclidienne 


Définition 1. 
Soient a, b € Z. On dit que b divise a et on note b|a s’il existe q € Z tel que 


Exemple 1. 

° 7121; 6[48; a est pair si et seulement si 2|a. 
* Pour tout a eZ on a a|0 et aussi 1/|a. 

. Sia|1 alors a = +1 ou a =—-I. 

+ (albet bla) — b=+a 

+ (albet blc) — alc 

+ (albetalc) — alb+c 
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Théorème 1 (Division euclidienne). 
SoitaeZetbeN\{0}. Il existe des entiers q,r € Z tels que 


a=bq+r et O<r<b 


De plus q et r sont uniques. 


Terminologie : q est le quotient et r est le reste. 
Nous avons donc l’équivalence : r = 0 si et seulement si b divise a. 


Exemple 2. 
Pour calculer q et r on pose la division « classique ». Si a = 6789 et b = 34 alors 


6789 = 34 x 199 +23 


On a bien 0 < 23 < 34 (sinon c’est que l’on n’a pas été assez loin dans les calculs). 


6789 34 .. 5 
34 dividende diviseur 
306 
ee] 
329 199 quotient 
306 reste 
23 


Démonstration. 

Existence. On peut supposer a > 0 pour simplifier. Soit W = {n EeNlbn< a}. C’est un ensemble non vide 
can=0e.W.De plus pourneW,onan< a.Il ya donc un nombre fini d'éléments dans W, notons 
q = max. le plus grand élément. 

Alors gb <acarqge W,et(q+1)}b>acarq+1é#.W\, donc 


gb<a<(q+1)b=qb+b. 


On définit alors r = a —qb, r vérifie alors 0 £r =a—qb < b. 

Unicité. Supposons que q’,r” soient deux entiers qui vérifient les conditions du théorème. Tout d’abord 
a=bq+r=bq +ret donc b(q—q')=r"—r. D'autre part 0 <r’<betO<r <b donc—b <r’—r <b 
(notez au passage la manipulation des inégalités). Mais r/—r — b(q—q”) donc on obtient —b < b(q—q') < b. 
On peut diviser par b > 0 pour avoir —1 < q—q” < 1. Comme q —q” est un entier, la seule possibilité est 
qg—q’ =0 et donc q = q’. Repartant de r’—r = b(q—q”) on obtient maintenant r = r’. 


1.2. pgcd de deux entiers 


Définition 2. 
Soient a, b € Z deux entiers, non tous les deux nuls. Le plus grand entier qui divise à la fois a et b 
s'appelle le plus grand diviseur commun de a, b et se note pgcd(a, b). 


Exemple 3. 
* pgcd(21, 14) = 7, pgcd(12, 32) = 4, pgcd(21, 26) = 1. 
. pgcd(a,ka) = a, pour tout ke Z et a > O. 
+ Cas particuliers. Pour tout a > 0 : pgcd(a, 0) = a et pgcd(a, 1) = 1. 
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1.3. Algorithme d’Euclide 


Lemme 1. 
Soient a, b € N°. Écrivons la division euclidienne a = bq + r. Alors 


pgcd(a, b) = pgcd(b, r) 


En fait on a même pgcd(a, b) = pgcd(b,a —qb) pour tout q € Z. Mais pour optimiser l'algorithme d’Euclide 
on applique le lemme avec q le quotient. 


Démonstration. Nous allons montrer que les diviseurs de a et de b sont exactement les mêmes que les 
diviseurs de b et r. Cela impliquera le résultat car les plus grands diviseurs seront bien sûr les mêmes. 
. Soit d un diviseur de a et de b. Alors d divise b donc aussi bq, en plus d divise a donc d divise a—bq =r. 
. Soit d un diviseur de b et de r. Alors d divise aussi bq +r = a. 


Algorithme d’Euclide. 
On souhaite calculer le pgcd de a, b € N*. On peut supposer a > b. On calcule des divisions euclidiennes 
successives. Le pgcd sera le dernier reste non nul. 

. division de a par b, a = bq;+r1. Par le lemme 1, pgcd(a, b) = pgcd(b, r)etsir: = 0 alors pgcd(a, b) = b 

sinon on continue : 

+ b=rig2t+r», pgcd(a, b)= pgcd(b,r:) = pgcd(r:, r2), 

eri=r2qst+rs  pgcd(a,b)= pgcd(r2,r3), 

Tea = Tr id tre, pgcd(a, b) = pgcd(rz_1, rx), 

er =rqr +0. pgcd(a, b) = pgcd(rz, 0) = r4. 
Comme à chaque étape le reste est plus petit que le quotient on sait que O0 < r;,, < r;. Ainsi l'algorithme se 
termine car nous sommes sûrs d'obtenir un reste nul, les restes formant une suite décroissante d’entiers 
positifs ou nuls: b>r,>r2>:::2>0. 


Exemple 4. 
Calculons le pgcd de a = 600 et b = 124. 


M en De sn 
LE ACT 1 + 20 
JO ZT 20 5 + 4 


20 = 4 x 5 + 0 
Ainsi pgcd(600, 124) = 4. 
Voici un exemple plus compliqué : 
Exemple 5. 
Calculons pgcd(9945, 3003). 
9945 — 3003 x 3 + 936 
3003 = 936 x 3 + 195 
936 — 195 x 4 + 156 
195 = 156 x 1 + 39 
156 — 39 X 4 + 0 


Ainsi pgcd(9945, 3003) = 39. 
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1.4. Nombres premiers entre eux 


Définition 3. 
Deux entiers a, b sont premiers entre eux si pgcd(a, b) = 1. 


Exemple 6. 

Pour tout a € Z, a et a + 1 sont premiers entre eux. En effet soit d un diviseur commun à a et à a + 1. Alors 
d divise aussi a + 1 — a. Donc d divise 1 mais alors d = —1 ou d = +1. Le plus grand diviseur de a eta+1 
est donc 1. Et donc pgcd(a, a +1) = 1. 

Si deux entiers ne sont pas premiers entre eux, on peut s’y ramener en divisant par leur pgcd : 

Exemple 7. 

Pour deux entiers quelconques a, b € Z, notons d = pgcd(a, b). La décomposition suivante est souvent 
utile : 


a’,b'eZet pgcd(a’,b')=1 


Mini-exercices. 

1. Écrire la division euclidienne de 111 111 par 20xx, où 20xx est l’année en cours. 

2. Montrer qu’un diviseur positif de 10008 et de 10014 appartient nécessairement à {1, 2, 3,6}. 
3. Calculer pgcd(560, 133), pgcd(12 121, 789), pgcd(99 999, 1110). 


4. Trouver tous les entiers 1 < a < 50 tels que a et 50 soient premiers entre eux. Même question avec 52. 


2. Théorème de Bézout 


2.1. Théorème de Bézout 


Théorème 2 (Théorème de Bézout). 
Soient a, b des entiers. Il existe des entiers u, v € Z tels que 


au + by = pgcd(a, b) 


La preuve découle de l’algorithme d’Euclide. Les entiers u, v ne sont pas uniques. Les entiers u, v sont des 
coefficients de Bézout. Ils s’obtiennent en « remontant » l'algorithme d’Euclide. 


Exemple 8. 

Calculons les coefficients de Bézout pour a = 600 et b = 124. Nous reprenons les calculs effectués pour 
trouver pgcd(600, 124) = 4. La partie gauche est l'algorithme d’Euclide. La partie droite s'obtient de bas en 
haut. On exprime le pgcd à l’aide de la dernière ligne où le reste est non nul. Puis on remplace le reste de la 
ligne précédente, et ainsi de suite jusqu’à arriver à la première ligne. 


600 = 124 x 4 + 104 4 =| 600x6+124 x (—29) 
124 x (—5) + (600 — 124 x 4) x 6 


feat] Pas) PRES EIRES 
104—(124—104x1)x5 
104 = 20 x 5+ 4 4=[ 104-20x5 


20 = 4 x5+ 0 
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Ainsi pour u = 6 et v = —29 alors 600 x 6 + 124 x (—29) = 4. 


Remarque. 
. Soignez vos calculs et leur présentation. C’est un algorithme : vous devez aboutir au bon résultat ! Dans 
la partie droite, il faut à chaque ligne bien la reformater. Par exemple 104—(124— 104 x 1) x 5 se réécrit 
en 124 x (—5) +104 x 6 afin de pouvoir remplacer ensuite 104. 
* N'oubliez pas de vérifier vos calculs ! C’est rapide et vous serez certains que vos calculs sont exacts. Ici 
on vérifie à la fin que 600 x 6+ 124 x (—29) = 4. 


Exemple 9. 
Calculons les coefficients de Bézout correspondant à pgcd(9945, 3003) = 39. 
9945 — 3003 x 3 + 936 39 = 9945 x (—16)+ 3003 x 53 
3003 = 936 x 3 + 195 39 = das 
936 — 195 x 4 + 156 39 = ee 
195 = 156 x 1 + 39 39 = 195—-156x1 
156 = 39 x4+ 0 


À vous de finir les calculs. On obtient 9945 x (—16) + 3003 x 53 = 39. 


2.2. Corollaires du théorème de Bézout 


Corollaire 1. 
Si d|a et d|b alors d|pgcd(a, b). 


Exemple : 4[16 et 4|24 donc 4 doit diviser pgcd(16, 24) qui effectivement vaut 8. 


Démonstration. Comme d|au et d|bv donc d|au + bv. Par le théorème de Bézout d|pgcd(a, b). 


Corollaire 2. 
Soient a, b deux entiers. a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u, v € Z tels que 


Démonstration. Le sens — est une conséquence du théorème de Bézout. 
Pour le sens = on suppose qu’il existe u, v tels que au + bv = 1. Comme pgcd(a, b)|a alors pgcd(a, b)|au. 
De même pgcd(a, b)|bv. Donc pgcd(a, b)lau + bv = 1. Donc pgcd(a, b) = 1. [] 


Remarque. 
Si on trouve deux entiers u”,v” tels que au” + bv’ = d, cela n’implique pas que d = pgcd(a, b). On sait 
seulement alors que pgcd(a, b)|d. Par exemple a = 12, b=8; 12 x 1+8 x 3 = 36 et pgcd(a, b) = 4. 


Corollaire 3 (Lemme de Gauss). 


Soient a, b,cEeZ. 
Si albc et pgcd(a,b)=1 alors alc 


Exemple : si 4]7 x c, et comme 4 et 7 sont premiers entre eux, alors 4{c. 


Démonstration. Comme pgcd(a, b) = 1 alors il existe u, v € Z tels que au + bv = 1. On multiplie cette égalité 


par c pour obtenir acu + bcv = c. Mais a|acu et par hypothèse a|bcy donc a divise acu + bcv = c. 
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2.3. Équations ax + by = c 


Proposition 1. 
Considérons l’équation 
ax + by =c (E) 
où a,b,cEZ. 
1. Léquation (E) possède des solutions (x, y) € Z? si et seulement si pgcd(a, b)|c. 


2. Si pgcd(a, b)|c alors il existe même une infinité de solutions entières et elles sont exactement les (x, y) = 
(xo + ak, yo + Bk) avec xo, Yo, à, B € Z fixés et k parcourant Z. 


Le premier point est une conséquence du théorème de Bézout. Nous allons voir sur un exemple comment 
prouver le second point et calculer explicitement les solutions. Il est bon de refaire toutes les étapes de la 
démonstration à chaque fois. 


Exemple 10. 
Trouver les solutions entières de 
161x + 368y = 115 (E) 
+ Première étape. Y a-t-il des solutions ? L’algorithme d’Euclide. On effectue l'algorithme d’Euclide 
pour calculer le pgcd de a = 161 et b = 368. 


368 — 161 x 2 + 46 
161 = 46 x 3 + 23 
46 — 23 X 2 + 0 


Donc pgcd(368, 161) = 23. Comme 115 =5 x 23 alors pgcd(368,161)|[115. Par le théorème de Bézout, 
l'équation (E) admet des solutions entières. 


Deuxième étape. Trouver une solution particulière : la remontée de l’algorithme d’Euclide. On 
effectue la remontée de l’algorithme d’Euclide pour calculer les coefficients de Bézout. 


161 x 7 +368 x (—3) 


368 = 161 x 2 + 46 23 | 161+(368-— 2 x 161) x (3) 
161 = 46 x 3 + 23 23 = 161—3 x 46 
46 = 23 x 2 + 0 
On trouve donc 161 x 7 + 368 x (—3) = 23. Comme 115 =5 x 23 en multipliant par 5 on obtient : 


161 x 35 + 368 x (—15)=115 


Ainsi (x, Yo) = (35, —15) est une solution particulière de (E). 
. Troisième étape. Recherche de toutes les solutions. Soit (x, y) € Z? une solution de (E). Nous savons 
que (Xo, Yo) est aussi solution. Ainsi : 


161x +368y —=115 et 161x0 + 36870 = 115 
(on n’a aucun intérêt à remplacer x, et y, par leurs valeurs). La différence de ces deux égalités conduit à 
161 x (x —x0) +368 x (y — yo) =0 
—> 23xX7x(x—-x0)+23x16x(y—y0)=0 
—> 7(x—xo)=—-16(7 —yo) (x) 


Nous avons simplifié par 23 qui est le pgcd de 161 et 368. (Attention, n'oubliez surtout pas cette 
simplification, sinon la suite du raisonnement serait fausse.) 

Ainsi 7|16(y — yo), or pgcd(7, 16) = 1 donc par le lemme de Gauss 7|y — yo. Il existe donc k e Ztel 
que y — yo = 7 x k. Repartant de l’équation (+) : 7(x — xo) = —16(y — 79). On obtient maintenant 
7(x — xo) = —16 x 7 x k. D'où x — x5 = —16k. (C’est le même k pour x et pour y.) Nous avons donc 
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(x, y) = (xo — 16k, yo + 7k). Il n’est pas dur de voir que tout couple de cette forme est solution de 
l'équation (E). Il reste donc juste à substituer (x, YO) par sa valeur et nous obtenons : 


Les solutions entières de 161x + 368y = 115 sont les (x, y) =(35—16k,—15 +7k), k parcourant Z. 


Pour se rassurer, prenez une valeur de k au hasard et vérifiez que vous obtenez bien une solution de 
l'équation. 


2.4. ppcm 


Définition 4. 

Le ppem(a, b) (plus petit multiple commun) est le plus petit entier > 0 divisible par a et par b. 
Par exemple ppem(12,9) = 36. 
Le pgcd et le ppem sont liés par la formule suivante : 


Proposition 2. 
Si a, b sont des entiers (non tous les deux nuls) alors 


pgcd(a, b) x ppem(a, b) = |ab| 


Démonstration. Posons d = pgcd(a, b) et m = . Pour simplifier on suppose a > 0 et b > 0. On écrit 
a = da’ et b = db’. Alors ab = d?a’b' et donc m = da’b’. Ainsi m = ab’ = ab est un multiple de a et de b. 
Il reste à montrer que c’est Le plus petit multiple. Si n est un autre multiple de a et de b alors n = ka = {b donc 
kda’ = {db' et ka’ = Lb’. Or pgcd(a’, b’) = 1 et a/|[£b’ donc a’|£. Donc a’b|£b et ainsi m = a’b|{£b =n. 


Voici un autre résultat concernant le ppcm qui se démontre en utilisant la décomposition en facteurs 
premiers : 


Proposition 3. 
Si alc et bic alors ppem(a, b)c. 


Il serait faux de penser que ab|c. Par exemple 6/36, 9/36 mais 6 x 9 ne divise pas 36. Par contre ppem(6, 9) = 
18 divise bien 36. 


Mini-exercices. 

1. Calculer les coefficients de Bézout correspondant à pgcd(560, 133), pgcd(12 121, 789). 
2. Montrer à l’aide d’un corollaire du théorème de Bézout que pgcd(a, a + 1) = 1. 

3. Résoudre les équations : 407x + 129y — 1; 720x + 54y — 6; 216x + 92y — 8. 

4. Trouver les couples (a, b) vérifiant pgcd(a, b) = 12 et ppem(a, b) = 360. 
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3. Nombres premiers 


Les nombres premiers sont -en quelque sorte- les briques élémentaires des entiers : tout entier s'écrit comme 
produit de nombres premiers. 


3.1. Une infinité de nombres premiers 


Définition 5. 
Un nombre premier p est un entier > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p. 
Exemples : 2,3,5,7,11 sont premiers, 4 = 2 x 2,6 =2 x 3,8 =2 x 4 ne sont pas premiers. 


Lemme 2. 
Tout entier n > 2 admet un diviseur qui est un nombre premier. 


Démonstration. Soit l'ensemble des diviseurs de n qui sont > 2: 
D={k>2| kin}. 
L'ensemble Z est non vide (car n € 2), notons alors p = min Z. 


Supposons, par l'absurde, que p ne soit pas un nombre premier alors p admet un diviseur q tel que 1 <q <p 
mais alors q est aussi un diviseur de n et donc q € 2 avec q < p. Ce qui donne une contradiction car p est le 


minimum. Conclusion : p est un nombre premier. Et comme p € %, p divise n. 


Proposition 4. 
Il existe une infinité de nombres premiers. 


Démonstration. Par l'absurde, supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini de nombres premiers que l’on note 
P1 = 2, Po = 3, P3,..., p.. Considérons l’entier N = p; X p2 X --: X p, + 1. Soit p un diviseur premier de 
N (un tel p existe par le lemme précédent), alors d’une part p est l’un des entiers p; donc p|p; X +: xp, 
d'autre part p|N donc p divise la différence N —p, x --- x p, = 1. Cela implique que p = 1, ce qui contredit 
que p soit un nombre premier. 


Cette contradiction nous permet de conclure qu’il existe une infinité de nombres premiers. 


3.2. Eratosthène et Euclide 

Comment trouver les nombres premiers ? Le crible d’Eratosthène permet de trouver les premiers nombres 

premiers. Pour cela on écrit les premiers entiers : pour notre exemple de 2 à 25. 
2345678 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


Rappelons-nous qu’un diviseur positif d’un entier n est inférieur ou égal à n. Donc 2 ne peut avoir comme 
diviseurs que 1 et 2 et est donc premier. On entoure 2. Ensuite on raye (ici en grisé) tous les multiples 
suivants de 2 qui ne seront donc pas premiers (car divisible par 2) : 


(2)3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


Le premier nombre restant de la liste est 3 et est nécessairement premier : il n’est pas divisible par un 
diviseur plus petit (sinon il serait rayé). On entoure 3 et on raye tous les multiples de 3 (6, 9, 12, ...). 


(2)(3) 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


Le premier nombre restant est 5 et est donc premier. On raye les multiples de 5. 


(2) (3) 4 (5) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
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7 est donc premier, on raye les multiples de 7 (ici pas de nouveaux nombres à barrer). Ainsi de suite : 
11,13,17,19,23 sont premiers. 


(2) (3) 4 (5) 6 (7) 8 9 10 (11) 12 (13) 14 15 16 (17) 18 (19) 20 21 22 (23) 


Remarque. 
Si un nombre n n’est pas premier alors un de ses facteurs est < ÿn. En effet si n = a x b avec a, b > 2 alors 


a < ÿn ou b < ÿn (réfléchissez par l'absurde !). Par exemple pour tester si un nombre < 100 est premier il 
suffit de tester les diviseurs < 10. Et comme il suffit de tester les diviseurs premiers, il suffit en fait de tester 
la divisibilité par 2,3,5 et 7. Exemple : 89 n’est pas divisible par 2,3,5,7 et est donc un nombre premier. 


Proposition 5 (Lemme d’Euclide). 
Soit p un nombre premier. Si plab alors pla ou p|b. 


Démonstration. Si p ne divise pas a alors p et a sont premiers entre eux (en effet les diviseurs de p sont 1 


et p, mais seul 1 divise aussi a, donc pgcd(a,p) = 1). Ainsi par le lemme de Gauss pb. 


Exemple 11. 

Si p est un nombre premier, {/p n’est pas un nombre rationnel. 

La preuve se fait par l'absurde : écrivons /p = % avec a € Z, b e N* et pgcd(a, b) = 1. Alors p = Fe donc 
pb? = a?. Ainsi pla? donc par le lemme d’Euclide pla. On peut alors écrire a = pa’ avec a’ un entier. De 


2 


l'équation pb? = a? on tire alors b? = pa”?. Ainsi p|b? et donc p|b. Maintenant p|a et p|b donc a et b ne 


sont pas premiers entre eux. Ce qui contredit pgcd(a, b) = 1. Conclusion ,/p n’est pas rationnel. 


3.3. Décomposition en facteurs premiers 


Théorème 3. 
Soit n > 2 un entier. Il existe des nombres premiers p1 < p2 < ::: < p, et des exposants entiers 
dj, A,...,@, > 1 tels que : 
91 d dr 
R=pl' Xp, Ka MpE, 


De plus les p; et les a; (i=1,...,r) sont uniques. 


Exemple : 24 = 2° x 3 est la décomposition en facteurs premiers. Par contre 36 = 22 x 9 n’est pas la 
décomposition en facteurs premiers, c’est 22 x 32. 


Remarque. 
La principale raison pour laquelle on choisit de dire que 1 n’est pas un nombre premier, c’est que sinon il n’y 
aurait plus unicité de la décomposition : 24= 2% x3=1x2x3—=12x23x3—... 


Démonstration. 

Existence. Nous allons démontrer l’existence de la décomposition par une récurrence sur n. 

L'entier n = 2 est déjà décomposé. Soit n > 3, supposons que tout entier < n admette une décomposition en 
facteurs premiers. Notons p, le plus petit nombre premier divisant n (voir le lemme 2). Si n est un nombre 
premier alors n = p, et c’est fini. Sinon on définit l’entier n° = ï < n et on applique notre hypothèse de 
récurrence à n”’ qui admet une décomposition en facteurs premiers. Alors n = p, x n’ admet aussi une 
décomposition. 


Unicité. Nous allons démontrer qu’une telle décomposition est unique en effectuant cette fois une récurrence 
r 

sur la somme des exposants o = ÿ;_, a. 

Si o = 1 cela signifie n = p, qui est bien l’unique écriture possible. 
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Soit o& > 2. On suppose que les entiers dont la somme des exposants est < © ont une unique décomposition. 
Soit n un entier dont la somme des exposants vaut o:. Écrivons le avec deux décompositions : 


n= pi x per x ee. x por = qh x 2 x. x qP. 


(On à p1 < p2 <::- etq <G2<:-:.) 
Si p1 <q, alors p, <q; pour tous les j = 1,...,s. Ainsi p, divise D x D xX--.xXp,' = n mais ne divise 
pas gd” x q X +. x qé = n. Ce qui est absurde. Donc p; > q1. 
Si p1 > q1 un même raisonnement conduit aussi à une contradiction. On conclut que p; = q;,. On pose alors 
LL d2 a, — _Bi—l B2 Bs 
D=—=p, Xp X-Xp}—=q x X:-..xq} 


L'hypothèse de récurrence qui s'applique à n’ implique que ces deux décompositions sont les mêmes. Ainsi 


r=setp;=q;,a =f;,i=1,...,r. 


Exemple 12. 


DSP AINZ, SOS PSS 
Pour calculer le pgcd on réécrit ces décompositions : 
SO RS RSR TE SORT NE XP. 
Le pgcd est le nombre obtenu en prenant le plus petit exposant de chaque facteur premier : 
pgcd(504, 300) = 22? x 3! x 50 x 70 — 12. 
Pour le ppcm on prend le plus grand exposant de chaque facteur premier : 


ppem(504, 300) = 2° x 32 x 52 x 7! — 12600 


Mini-exercices. 

1. Montrer que n!+1 n’est divisible par aucun des entiers 2,3,...,n. Est-ce toujours un nombre premier ? 
. Trouver tous les nombres premiers < 103. 

. Décomposer a = 2340 et b = 15288 en facteurs premiers. Calculer leur pgcd et leur ppem. 


. Décomposer 48 400 en produit de facteurs premiers. Combien 48 400 admet-il de diviseurs ? 


U1 HR © NN 


. Soient a, b > 0. À l’aide de la décomposition en facteurs premiers, reprouver la formule pgcd(a, b) x 
ppem(a, b)= a x b. 


4. Congruences 


4.1. Définition 


Définition 6. 
Soit n > 2 un entier. On dit que a est congru à b modulo n, si n divise b — a. On note alors 


a=b (modn). 


On note aussi parfois a = b (mod n) ou a = b[n]. Une autre formulation est 


a=b(modn) — 1keZ a=b+kn. 


Remarquez que n divise a si et seulement si a = 0 (mod n). 
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Proposition 6. 


1. La relation « congru modulo n » est une relation d'équivalence : 

- (Réflexivité) a = a (mod n), 

- (Symétrie) si a = b (mod n) alors b = a (mod n), 

* (Transitivité) si a = b (mod n) et b = c (mod n) alors a = c (mod n). 
2. Sia = b (modn)et c = d (mod n) alors a+c=b+d (mod n). 


3. Sia = b (mod n) et c = d (mod n) alors ax c=b xd (mod n). 


4. Si a = b (mod n) alors pour tout k > 0, a* = b* (mod n). 


Exemple 13. 
+ 15 = 1 (mod 7), 72 = 2 (mod 7), 3 =—11 (mod 7), 
° 5x+8=3(mod5) pour tout x eZ, 
+ 1120%* = 120X% = 1 (mod 10), où 20xx est l’année en cours. 


Démonstration. 


1. Utiliser la définition. 
2. Idem. 


3. Prouvons la propriété multiplicative : a = b (mod n) donc il existe ke Ztelquea=b+knetc=d 
(mod n) donc il existe £ e Z tel que c = d+£n. Alors axc=(b+kn)x(d+{n)=bd+(bl+dk+k£n)n 
qui est bien de la forme bd + mn avec m € Z. Ainsi ac = bd (mod n). 


4. C’est une conséquence du point précédent : avec a = c et b = d on obtient a? = b? (mod n). On continue 
par récurrence. 


Exemple 14. 


ee 1 12, 7 


N est divisible par 9 si et seulement si 
la somme de ses chiffres est divisible par 9. 


Pour prouver cela nous utilisons les congruences. Remarquons d’abord que 9]N équivaut à N = 0 (mod 9) 
et notons aussi que 10 = 1 (mod 9), 10? = 1 (mod 9), 10° = 1 (mod 9)... 
Nous allons donc calculer N modulo 9. Écrivons N en base 10 : N = a4--:a>ajan (@ est le chiffre des 


unités, a, celui des dizaines...) alors N = 10Kaz + ---+ 102a; + 10!a; + ao. Donc 


N = 10Ka4 +---+102a; + 10!a; + ao 
=aç+:-:+a)+a+ao (mod9) 


Donc N est congru à la somme de ses chiffres modulo 9. Ainsi N = 0 (mod 9) si et seulement si la somme 
des chiffres vaut 0 modulo 9. 


Voyons cela sur un exemple : N = 488889. Ici a) = 9 est le chiffre des unités, a; = 8 celui des dizaines... 


ARITHMÉTIQUE 4. CONGRUENCES 56 


Cette écriture décimale signifie N = 4-10°+8-10*+8:10°+8-10?+8:10 +9. 
N =4-10°+8-:10*+8-10°+8-10?+8-10+9 
=4+8+8+8+8+9 (mod9) 
=45 (mod 9) et on refait la somme des chiffres de 45 
=9 (mod9) 
=0 (mod9) 


Ainsi nous savons que 488 889 est divisible par 9 sans avoir effectué de division euclidienne. 


Remarque. 
Pour trouver un « bon » représentant de a (mod n) on peut aussi faire la division euclidienne de a par n : 
a=bn+ralors a=r (modn)et0O<r<n. 


Exemple 15. 
Les calculs bien menés avec les congruences sont souvent très rapides. Par exemple on souhaite calculer 221 
(mod 37) (plus exactement on souhaite trouver 0 < r < 37 tel que 22! = r (mod 37)). Plusieurs méthodes : 


1. On calcule 2?! puis on fait la division euclidienne de 22! par 37, le reste est notre résultat. C’est 
laborieux ! 


2. On calcule successivement les 2° modulo 37 : 2! = 2 (mod 37), 2? = 4 (mod 37), 2° = 8 (mod 37), 
2*= 16 (mod 37), 2° = 32 (mod 37). Ensuite on n’oublie pas d'utiliser les congruences : 2° = 64 = 27 
(mod 37). 27 =2:26=2.27 = 54 = 17 (mod 37) et ainsi de suite en utilisant le calcul précédent à 
chaque étape. C’est assez efficace et on peut raffiner : par exemple on trouve 28 = 34 (mod 37) mais 
donc aussi 28 = —3 (mod 37) et donc 2° = 2:28 =2.(—3)= —6 = 31 (mod 37)... 


3. Il existe une méthode encore plus efficace, on écrit l’exposant 21 en base 2 : 21 = 2*+22+20 = 16+4+1. 
Alors 221 —216.24.21, Et il est facile de calculer successivement chacun de ces termes car les exposants 
sont des puissances de 2. Ainsi 28 = (24)? = 162 = 256 = 34 = 3 (mod 37) et 216 = (28) =(—3} =9 
(mod 37). Nous obtenons 221 = 216.24.21=0 x 16 x 2 = 288 = 29 (mod 37). 


4.2. Équation de congruence ax = b (mod n) 


Proposition 7. 


Soit ae Z*, be Z fixés et n > 2. Considérons l'équation | ax = b (mod n) | d’inconnue x € Z : 


1. Il existe des solutions si et seulement si pgcd(a,n)|b. 


2. Les solutions sont de la forme x = x, +L LEZ où x, est une solution particulière. Il existe donc 


ICRA 
pgcd(a, n) classes de solutions. 


Exemple 16. 

Résolvons l'équation 9x = 6 (mod 24). Comme pgcd(9, 24) = 3 divise 6 la proposition ci-dessus nous 
affirme qu’il existe des solutions. Nous allons les calculer. (Il est toujours préférable de refaire rapidement 
les calculs que d'apprendre la formule). Trouver x tel que 9x = 6 (mod 24) est équivalent à trouver x et k 
tels que 9x = 6 + 24k. Mis sous la forme 9x — 24k = 6 il s’agit alors d’une équation que nous avons étudiée 
en détails (voir section 2.3). Il y a bien des solutions car pgcd(9, 24) = 3 divise 6. En divisant par le pgcd on 
obtient l’équation équivalente : 


3x —8k — 2. 
Pour le calcul du pgcd et d’une solution particulière nous utilisons normalement l'algorithme d’Euclide et sa 
remontée. Ici il est facile de trouver une solution particulière (x, = 6, k, = 2) à la main. 
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On termine comme pour les équations de la section 2.3. Si (x,k) est une solution de 3x — 8k = 2 alors 
par soustraction on obtient 3(x — x5) —8(k— k,) = 0 et on trouve x = x, + 84, avec { eZ (le terme k ne 
nous intéresse pas). Nous avons donc trouvé les x qui sont solutions de 3x — 8k = 2, ce qui équivaut à 
9x — 24k = 6, ce qui équivaut encore à 9x = 6 (mod 24). Les solutions sont de la forme x = 6 + 8£. On 
préfère les regrouper en 3 classes modulo 24 : 


X1=6+24m, X2=14+24m, Xx3=22+24m avecmezZ. 


Remarque. 

Expliquons le terme de « classe » utilisé ici. Nous avons considéré ici que l’équation 9x = 6 (mod 24) est 
une équation d’entiers. On peut aussi considérer que 9, x, 6 sont des classes d'équivalence modulo 24, et 
l’on noterait alors 9x = 6. On trouverait comme solutions trois classes d'équivalence : 


nH=t =, x 


Démonstration. 
1. 
x e Z est un solution de l'équation ax = b (mod n) 
—> 1ke7Z ax=b+kn 
—> 1ke7Z ax—-kn=b 


= pgcd(a,n)|b par la proposition 1 


Nous avons juste transformé notre équation ax = b (mod n) en une équation ax — kn = b étudiée 
auparavant (voir section 2.3), seules les notations changent : au + by = c devient ax —kn= b. 


2. Supposons qu'il existe des solutions. Nous allons noter d = pgcd(a, n) et écrire a = da’,n = dn’et 
b = db’ (car par le premier point d|b). L’équation ax—kn = b d’inconnues x, k € Z est alors équivalente à 
l'équation a/x—kn’ = b’, notée (x). Nous savons résoudre cette équation (voir de nouveau la proposition 
1), si (xo, ko) est une solution particulière de (+) alors on connaît tous les (x, k) solutions. En particulier 
x = X0 + {n’ avec { EZ (les k ne nous intéressent pas ici). 


Ainsi les solutions x € Z sont de la forme x = x, + L LE Z où x, est une solution particulière 


CRD 
de ax = b (mod n). Et modulo n cela donne bien pgcd(a, n) classes distinctes. 


3. Petit théorème de Fermat 


Théorème 4 (Petit théorème de Fermat). 
Si p est un nombre premier et a € Z alors 


ap = a (mod p) 


Si p ne divise pas a alors 


aP-l = 1 (mod p) 
Lemme 5. 


p divise (?) pour 1 <k < p—1, c’est-à-dire C1 = 0 (mod p). 


4. 
Corollaire 4. 
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Démonstration. Fa = re) donc p! = k!(p —k)!(?). Ainsi plk!(p —k)(?). Or comme 1 <k < p—1 alors 
p ne divise pas k! (sinon p divise l’un des facteurs de k! maïs il sont tous < p). De même p ne divise pas 


(p — k)!, donc par le lemme d’Euclide p divise GE 


Preuve du théorème. Nous le montrons par récurrence pour les a > 0. 
. Sia=0 alors 0 =0 (mod p). 
. Fixons a > 0 et supposons que a? = a (mod p). Calculons (a + 1}? à l’aide de la formule du binôme de 


Newton : 
(a+ 1) = ar +( P Jar +( P jer2++(P)+1 
p—li p —2 1 


Réduisons maintenant modulo p : 
(a+1)= ar +f P Jar +( P Jer2++(P)+1 (mod p) 
p—li p —2 1 
=aP+1 (modp) grâce au lemme 3 


=a+1 (modp) à cause de l'hypothèse de récurrence 


+ Par le principe de récurrence nous avons démontré le petit théorème de Fermat pour tout a > O. Il n’est 
pas dur d’en déduire le cas des a < 0. 


Exemple 17. 
Calculons 14°1# (mod 17). Le nombre 17 étant premier on sait par le petit théorème de Fermat que 14/6 = 1 
(mod 17). Écrivons la division euclidienne de 3141 par 16 : 


3141 = 16 x 196 +5. 
Alors 
14514 = 1416*196+5 — 1416*196 x 14° 

= (1416) x 145 = 1196 x 145 

= 14° (mod 17) 
Il ne reste plus qu’à calculer 14° modulo 17. Cela peut se faire rapidement : 14 = —3 (mod 17) donc 14? = 
(—3)? = 9 (mod 17), 14? = 142 x 14=9 x (—3) = —27 = 7 (mod 17), 14° = 142 x 14=9x7=63= 12 
(mod 17). Conclusion : 14%141 = 145 = 12 (mod 17). 


Mini-exercices. 


1. Calculer les restes modulo 10 de 122+455, 122 x 455, 122%, Mêmes calculs modulo 11, puis modulo 
12. 


. Prouver qu’un entier est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3. 
. Calculer 31° (mod 23). 

. Calculer 31° (mod 23). 

. Résoudre les équations 3x = 4 (mod 7), 4x = 14 (mod 30). 
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Fiche d’exercices % Polynômes 


Fiche d’exercices @ Fractions rationnelles 


Motivation 


Les polynômes sont des objets très simples mais aux propriétés extrêmement riches. Vous savez déjà 
résoudre les équations de degré 2 : aX? + bX + c = 0. Savez-vous que la résolution des équations de degré 
3, aX°+bX2+cX + d =0, a fait l'objet de luttes acharnées dans l'Italie du xvV1* siècle ? Un concours était 
organisé avec un prix pour chacune de trente équations de degré 3 à résoudre. Un jeune italien, Tartaglia, 
trouve la formule générale des solutions et résout les trente équations en une seule nuit! Cette méthode que 
Tartaglia voulait garder secrète sera quand même publiée quelques années plus tard comme la « méthode 
de Cardan ». 

Dans ce chapitre, après quelques définitions des concepts de base, nous allons étudier l’arithmétique des 
polynômes. Il y a une grande analogie entre l’arithmétique des polynômes et celles des entiers. On continue 
avec un théorème fondamental de l'algèbre : « Tout polynôme de degré n admet n racines complexes. » On 
termine avec les fractions rationnelles : une fraction rationnelle est le quotient de deux polynômes. 


Dans ce chapitre K désignera l’un des corps Q, R ou C. 


1. Définitions 


1.1. Définitions 


Définition 1. 
Un polynôme à coefficients dans K est une expression de la forme 
P(X)=a,X"+a, 1X"l+...+aX2 + a1X + Go, 

avecneNetas,a;,...,4a €EK. 
L'ensemble des polynômes est noté K[X ]. 

* Les a; sont appelés les coefficients du polynôme. 

. Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynôme nul, il est noté 0. 

* On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que a; Æ 0; on le note deg P. Pour le degré du 
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polynôme nul on pose par convention deg(0) = —co. 
° Un polynôme de la forme P = a, avec a, € K est appelé un polynôme constant. Si ao À 0, son degré 
est 0. 
Exemple 1. 


o XŸ—5X + ; est un polynôme de degré 3. 
+ X"+1 est un polynôme de degré n. 
* 2 est un polynôme constant, de degré O. 


1.2. Opérations sur les polynômes 


+ Égalité. Soient P = a,X"+a,_1X" 1+...+aX+apetQ=b,X"+b, 1X"1+...+ b,X + b, deux 

polynômes à coefficients dans K. 
P = Q —> Vi di — b; 
et on dit que P et Q sont égaux. 

* Addition. Soient P = a,X"+a,_1X" 1+...+aX+apetQ=b,X"+b, X" 14... + b;X + bo. 
On définit : 

P+Q=(a,+b,)X"+(a, 1 +bn Xl + + (a + b1)X + (ao + bo) 

+ Multiplication. Soient P =a,X"+a,_,X"!+...+aX+apetQ =b,X"+b, 3X "14 + biX + bo. 
On définit 

PxQ=c,X"+c, X"l+...+0X+0c 
avec r =n+m etcx = D db pour Ke {0sT} 
i+j=k 
°. Multiplication par un scalaire. Si À E K alors À - P est le polynôme dont le i-ème coefficient est Aa;. 
Exemple 2. 

+ Soient P = aX°+bX?+cX +d et Q = aX?+BX + y. Alors P +Q = aX°+(b+a)X2+(c+B)X+(d+7), 
PxQ=(aa)X° +(af +ba)}X*+(ay+bB+ca)X*+(by+cB+da)X?+(cy +dB)X +dy. Enfin P =Q 
si et seulement sia=0,b=a,c=f etd=Y. 

. La multiplication par un scalaire À - P équivaut à multiplier le polynôme constant À par le polynôme P. 

l'addition et la multiplication se comportent sans problème : 
Proposition 1. 
Pour PQ,R e K[X] alors 
e O+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q +R); 
° 1-P=P, PxQ=QXxP, (PxXQ)xR=Px(QXR); 
. PX(Q+R)j=PxQ+PXR. 


Pour le degré il faut faire attention : 


Proposition 2. 
Soient P et Q deux polynômes à coefficients dans K. 


deg(P x Q) = deg P +degQ 
deg(P + Q) < max(deg P degQ) 


On note R,[X]= {P ER[X]| degP <n}.SiPQER,[X] alors P+QER,[X]. 
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1.3. Vocabulaire 


Complétons les définitions sur les polynômes. 
Définition 2. 
+ Les polynômes comportant un seul terme non nul (du type a;X*) sont appelés monômes. 
+ SoitP=a,X"+a, 1X"l+...+a,X + a, un polynôme avec a, Z 0. On appelle terme dominant 


le monôme a,X". Le coefficient a, est appelé le coefficient dominant de P. 
* Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un polynôme unitaire. 


Exemple 3. 

P(X)=(X—-1)(X"+X"1+...+X +1). On développe cette expression : P(X) — (CE +XT+...+X2+ 
x) L (x" +XTL4H EX + 1) = X"*1 1, P(X) est donc un polynôme de degré n + 1, il est unitaire et est 
somme de deux monômes : X"*1 et —1. 


Remarque. 
Tout polynôme est donc une somme finie de monômes. 


Mini-exercices. 


1. Soit P(X) = 3X°—2,Q(X)=X2+X —1, R(X) = aX +b. Calculer P+Q,PxQ,(P+Q)xRetPxQXR. 
Trouver a et b afin que le degré de P —@QR soit le plus petit possible. 


2. Calculer (X +1) —(X—1)°. 
3. Déterminer le degré de (X2+X +1)"— ax?" — bX2"-1 en fonction de a, b. 


4. Montrer que si deg P £ degQ alors deg(P +Q) = max(deg P degQ). Donner un contre-exemple dans 
le cas où deg P = degQ. 


5. Montrer que si P(X)=X"+a,_1X" 1+:.. alors le coefficient devant X"-! de P(X — 1) est nul. 


n 


2. Arithmétique des polynômes 


Il existe de grandes similitudes entre l’arithmétique dans Z et l’arithmétique dans K[X]. Cela nous permet 
d’aller assez vite et d’omettre certaines preuves. 


2.1. Division euclidienne 


Définition 3. 
Soient À, B € K[X |, on dit que B divise À s’il existe Q € K[X ] tel que A = BQ. On note alors B|A. 


On dit aussi que À est multiple de B ou que À est divisible par B. 


Outre les propriétés évidentes comme AJA, 1/|A et A|O nous avons : 


Proposition 3. 
Soient A,B,C E K[X]. 


1. Si A[B et B|A, alors il existe À € K* tel que À = ÀB. 
2. Si AÏB et B|C alors AIC. 
3. Si C|A et CB alors CI(AU + BV), pour tout U,V E K[X]. 
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Théorème 1 (Division euclidienne des polynômes). 
Soient A,B € K[X], avec B Æ 0, alors il existe un unique polynôme Q et il existe un unique polynôme R tels 


A=BQ+R et degR< degB. 


Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture est la division euclidienne de A par B. 


que : 


Notez que la condition degR < degB signifie R = 0 ou bien 0 < degR < degB. 


Enfin R = 0 si et seulement si B[A. 


Démonstration. 
Unicité. Si A= BQ +R et A= BQ' +R, alors B(Q—Q') = R’ —R. Or deg(R’ —R) < degB. Donc Q/ —-Q = 0. 
Ainsi Q = Q, d’où aussi R =R!. 
Existence. On montre l’existence par récurrence sur le degré de A. 
. SidegA=—0 et degB > 0, alors À est une constante, on pose Q = 0 et R = A. Si degA= 0 et degB = 0, 
on pose Q = A/BetR= 0. 
+ On suppose l’existence vraie lorsque degA < n — 1. Soit A = a,X" +:--+ a un polynôme de degré n 
(ay À 0). Soit B = b,,X"+::-+ b, avec b,, Z 0. Si n < m on pose Q =0 et R=A. 
Sin >monécrit A=B: REX NM +A, avec deg A, < n—1. On applique l'hypothèse de récurrence à À; : 
il existe Q,,R1 € K[X] tels que À; = BQ; +R, et degR, < degB. Il vient : 


a 
A=B (rex +Q) +R. 
bn 


Donc Q — FX FT+Q:etR=R, conviennent. 
m 


Exemple 4. 

On pose une division de polynômes comme on pose une division euclidienne de deux entiers. Par exemple 
siA=2XT-X5-2X2+3X-—1etB—=X2—X +1. Alors on trouve Q = 2X2+X —3 et R = —X +2. On 
n'oublie pas de vérifier qu’effectivement À = BQ +R. 


2X#—X3—2X2+3X—1 X2—X+1 
—  2XT—2X$ +2x? 
X$—4X2+3X—1 2X2+X —3 
— X—X2+X 
—3X2+2X—1 
— =3YX2 HE 3x3 
—X +2 


Exemple 5. 
Pour X*—3X3 +X +1 divisé par X? + 2 on trouve un quotient égal à X?—3X — 2 et un reste égale à 7X +5. 
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X4—3x3 + X+1 X2+2 
en X4 +9X2 
—3X$—2X2+X+1 X2—3x—2 
— —3XŸ  —6X 
—2X2+7X +1 
_ —92X2 —A 
7X +5 


2.2. pgcd 


Proposition 4. 
Soient À, B € K[X], avec À À 0 ou B Æ 0. Il existe un unique polynôme unitaire de plus grand degré qui 
divise à la fois À et B. 


Cet unique polynôme est appelé le pgcd (plus grand commun diviseur) de À et B que l’on note pgcd(A, B). 


Remarque. 
. pgcd(A,B) est un polynôme unitaire. 
° SiAB et AZ 0, pgcd(A,B) = 7A, où À est le coefficient dominant de A. 
* Pour tout À € K*, pgcd(A4A, B) = pgcd(A, B). 
+ Comme pour les entiers : si A = BQ +R alors pgcd(A,B) = pgcd(B, R). C’est ce qui justifie l’algorithme 
d’Euclide. 
Algorithme d’Euclide. 
Soient À et B des polynômes, B £ 0. 
On calcule les divisions euclidiennes successives, 


A=BQ; +R; degR, < degB 
B = RQ; +R) degR) < degR; 


R: _ R:Q3 io R3 degR; < deg R) 


Ry-2 = Re 1Qx +R degRr < degRy 

Ry-1 = RxQr: 
Le degré du reste diminue à chaque division. On arrête l'algorithme lorsque le reste est nul. Le pgcd est le 
dernier reste non nul R4 (rendu unitaire). 


Exemple 6. 
Calculons le pgcd de A= X*—1 et B=X°—1. On applique l'algorithme d’Euclide : 
Xl = GO=-DExXEirx-1 
XX = =: (X= 1e EE) E0 
Le pgcd est le dernier reste non nul, donc pgcd(X* —1,X°—1)=—X —1. 
Exemple 7. 
Calculons le pgcd de A=X°+XT+2X°+X2+X+2etB—XT+2X%+X2-—4,. 
XS+XT+2XS+X2+X+2 — (XT4+2X8+X2-4)x(X—1)+3X$ +2X2+5X —2 
X4+2X$+4+X2-4 = (3X$+2X24+5X —2) x 5(3X +4)— S(X2+X +2) 
3X$+2X2+5X-2 — (X?2+X+2)x(3X—1)+0 


Ainsi pgcd(A,B) = X?+X +2. 
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Définition 4. 
Soient À, B € K[X]. On dit que A et B sont premiers entre eux si pgcd(A, B) = 1. 


Pour À, B quelconques on peut se ramener à des polynômes premiers entre eux : si pgcd(A, B) = D alors A et 
B s’écrivent : A = DA’, B = DB’ avec pgcd(A’,B') = 1. 


2.3. Théorème de Bézout 


Théorème 2 (Théorème de Bézout). 
Soient À,B € K[X] des polynômes avec À 0 ou B Z 0. On note D = pgcd(A, B). Il existe deux polynômes 
U,V e K[X] tels que AU + BV = D. 


Ce théorème découle de l'algorithme d’Euclide et plus spécialement de sa remontée comme on le voit sur 
l'exemple suivant. 


Exemple 8. 

Nous avons calculé pgcd(X* —1,X°— 1) = X — 1. Nous remontons l'algorithme d’Euclide, ici il n’y avait 
qu’une ligne : X*—1=(X?—1)xX+X —1, pour en déduire X —1=(X4—1) x 1+(X°%—1) x (—X). Donc 
U=1etV =—X conviennent. 


Exemple 9. 
Pour A=X°+X%+2X%+X2+X+2etB =X*+2X°+X2—4 nous avions trouvé D = pgcd(A, B) = X?+X +2. 
En partant de l'avant dernière ligne de l'algorithme d’Euclide on a d’abord : B = (3X° +2X2+5X —2) x 
5(3X +4)— D donc 
14 1 
ar =B=(2X" FAX 4SX 2)» 5 (EX +4). 
La ligne au-dessus dans l'algorithme d’Euclide était : A= B x (X —1)+3X° +2X?+5X — 2. On substitue le 


reste pour obtenir : 


7 D=B-(a-8 x (X—1)) x (BX +4). 


On en déduit 
14 


GS P=-AX (X +4) +B(1 +(X—1)x 5 (BX +4) 


Donc en posant U = (GX + 4) et V = —2(9 +(X —1)(3X + 4)) L — 5 (8x? +X +5) on a AU + BV = D. 
Le corollaire suivant s'appelle aussi le théorème de Bézout. 


Corollaire 1. 
Soient À et B deux polynômes. À et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynômes U et 
V tels que AU + BV = 1. 


Corollaire 2. 
Soient A,B,C € K[X] avec À £ 0 ou B £ 0. Si C|A et C|B alors C|pgcd(A, B). 


Corollaire 3 (Lemme de Gauss). 
Soient À, B,C e K[X]. Si A|BC et pgcd(A, B) = 1 alors A|C. 


2.4. ppcm 


Proposition 5. 
Soient À, B € K[X] des polynômes non nuls, alors il existe un unique polynôme unitaire M de plus petit 
degré tel que A|M et B|M. 
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Cet unique polynôme est appelé le ppcm (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note ppcm(A, B). 
Exemple 10. 
ppem(x(x —2)2(x2 +1), (x +1)(xX —2)(X2 +139) = X(X +1)(xX —2)%(X2 +194. 
De plus le ppcm est aussi le plus petit au sens de la divisibilité : 
Proposition 6. 
Soient À,B € K[X] des polynômes non nuls et M = ppem(A, B). Si C € K[X] est un polynôme tel que A|C 
et B|C, alors M|C. 
Mini-exercices. 
1. Trouver les diviseurs de X*+2X2 +1 dans R[X], puis dans C[X]. 
2. Montrer que X —1[X"—1 (pour n > 1). 


3. Calculer les divisions euclidiennes de À par B avec A=X*—1,B—X°—1.Puis A=4X°+2X2—X—5 
etB=X?+X;A=2XT-9X$+18X72-21X+2etB—=X?2-3X+1;A—=X°—2XT+6X% et B—=2X°+1. 


4. Déterminer le pgcd de A=X°+X$+X2+1 et B = 2X* +3X?+2X +3. Trouver les coefficients de 
Bézout U,V.Mêmes questions avec A=X°—1etB=X*+X +1. 


5. Montrer que si AU + BV = 1 avec degU < degB et degV < degA alors les polynômes U, V sont 
uniques. 


3. Racine d’un polynôme, factorisation 


3.1. Racines d’un polynôme 


Définition 5. 
Soit P=a,X"+a,_1X" l+...+aX + ap € K[X]. Pour un élément x € K, on note P(x)=a,x"+:.:+ 
ax + a. On associe ainsi au polynôme P une fonction polynôme (que l’on note encore P) 


P:K—K, xP(x)=a,x"+...+ax+a. 


Définition 6. 
Soit P e K[X ] et a € K. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P si P(a) = 0. 


Proposition 7. 
P(a)j=0 > X—-adiviseP 


Démonstration. Lorsque l’on écrit la division euclidienne de P par X — a on obtient P=Q:(X—a)+RoùR 
est une constante car degR < deg(X —a) = 1. Donc P(a)=0 > R(a)=0 = R=0 => X—-a/P. 


Définition 7. 
Soit k € N*. On dit que a est une racine de multiplicité k de P si (X — a)* divise P alors que (X — a+! 
ne divise pas P. Lorsque k = 1 on parle d’une racine simple, lorsque k = 2 d’une racine double, etc. 


On dit aussi que a est une racine d’ordre k. 


Proposition 8. 
Il y a équivalence entre : 
(i) a est une racine de multiplicité k de P. 
(ii) IL existe Q € K[X] tel que P = (X — a)*Q, avec Q(a) £ 0. 
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] (iü) P(a) = P'(a) =: = PEU (a) = 0 et PH (a) £ 0. 


La preuve est laissée en exercice. 


Remarque. 
Par analogie avec la dérivée d’une fonction, si P(X) = a, +a,X +:-:+a,X" € K[X] alors le polynôme 
P'(X) = a; +2a,X +---+na,X" 1 est le polynôme dérivé de P. 


3.2. Théorème de d’Alembert-Gauss 


Passons à un résultat essentiel de ce chapitre : 


Théorème 3 (Théorème de d’Alembert-Gauss). 
Tout polynôme à coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il admet exactement n 
racines si on compte chaque racine avec multiplicité. 


Nous admettons ce théorème. 


Exemple 11. 
Soit P(X) = aX? + bX + c un polynôme de degré 2 à coefficients réels : a, b,c ER et a Z£ 0. 
+ Si A = b?— 4ac > 0 alors P admet 2 racines réelles distinctes =2+V2 et =b-vA 


2a 
b+i |A t —b—i |A 
2a € 2a ° 


+ Si A < 0 alors P admet 2 racines complexes distinctes — 


+ Si A =0 alors P admet une racine réelle double -L. 
En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines. 


Exemple 12. 

P(X) = X" —1 admet n racines distinctes. 

Sachant que P est de degré n alors par le théorème de d’Alembert-Gauss on sait qu’il admet n racines 
comptées avec multiplicité. Il s’agit donc maintenant de montrer que ce sont des racines simples. Supposons 
par l’absurde- que a € C soit une racine de multiplicité > 2. Alors P(æœ) = 0 et P'(a) = 0. Donc a" —1=0 
et na" 1 = 0, De la seconde égalité on déduit a = 0, contradictoire avec la première égalité. Donc toutes les 
racines sont simples. Ainsi les n racines sont distinctes. (Remarque : sur cet exemple particulier on aurait 
aussi pu calculer les racines qui sont ici les racines n-ième de l’unité.) 


Pour les autres corps que les nombres complexes nous avons le résultat plus faible suivant : 


Théorème 4. 
Soit P € K[X ] de degré n > 1. Alors P admet au plus n racines dans K. 


Exemple 13. 

P(X) = 3X°—2X? +6X —4. Considéré comme un polynôme à coefficients dans Q ou R, P n’a qu’une seule 
racine (qui est simple) a = 3 et il se décompose en P(X) = 3(X — 2)(X 242). Si on considère maintenant P 
comme un polynôme à coefficients dans € alors P(X) = 3(X — 2)X — i2)(X +i 12) et admet 3 racines 
simples. 


3.3. Polynômes irréductibles 


Définition 8. 
Soit P € K[X ] un polynôme de degré > 1, on dit que P est irréductible si pour tout Q € K[X] divisant 
P, alors, soit Q € K*, soit il existe À € K* tel que Q = AP. 
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Remarque. 
. Un polynôme irréductible P est donc un polynôme non constant dont les seuls diviseurs de P sont les 
constantes ou P lui-même (à une constante multiplicative près). 
. La notion de polynôme irréductible pour l’arithmétique de K[X] correspond à la notion de nombre 
premier pour l’arithmétique de Z. 
* Dans le cas contraire, on dit que P est réductible; il existe alors des polynômes À, B de K[X] tels que 
P = AB, avec degA > 1 et degB > 1. 


Exemple 14. 
* Tous les polynômes de degré 1 sont irréductibles. Par conséquent il y a une infinité de polynômes 
irréductibles. 
° X2—1—(X—1)(X +1)E R[X] est réductible. 
° X2+1—(X —i)(X +i) est réductible dans C[X] mais est irréductible dans R[X]. 
e X2—2—(X — V2)(X + V2) est réductible dans R[X] mais est irréductible dans Q[X1]. 


Nous avons l'équivalent du lemme d’Euclide de Z pour les polyÿnômes : 
Proposition 9 (Lemme d’Euclide). 
Soit P € K[X ] un polynôme irréductible et soient À, B € K[X]. Si P|AB alors P|A ou P|B. 


Démonstration. Si P ne divise pas À alors pgcd(P A) = 1 car P est irréductible. Donc, par le lemme de Gauss, 
P divise B. 


3.4. Théorème de factorisation 


Théorème 5. 
Tout polynôme non constant À € K[X] s'écrit comme un produit de polynômes irréductibles unitaires : 


= aphpk...pk 
A= APP ...P} 


où 2€ K*,r EN*, k; e N* et les P, sont des polynômes irréductibles distincts. 
De plus cette décomposition est unique à l’ordre près des facteurs. 


Il s’agit bien sûr de l’analogue de la décomposition d’un nombre en facteurs premiers. 


3.5. Factorisation dans C[X ] et R[X] 


Théorème 6. 

Les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1. 

Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s'écrit P = A(X — a) 1(X — a)°2-..(X — a, }Er, où 
d@1,…, à, sont les racines distinctes de P et k;,...,k, sont leurs multiplicités. 


Démonstration. Ce théorème résulte du théorème de d’Alembert-Gauss. 


Théorème 7. 

Les polynômes irréductibles de R[X ] sont les polynômes de degré 1 ainsi que les polynômes de degré 2 ayant 
un discriminant À < 0. 

Soit P € R[X] de degré n > 1. Alors la factorisation s'écrit P = A(X—a1)1(X—a,)€2...(X—a,)*r a .…. af, 
où les a; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et les Q ; sont des polynômes irréductibles 
de degré 2: Q; =X? + B;X + y; avec À = B?—4y; < 0. 
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Exemple 15. 
P(X) = 2X(X —1)°(X2 +1) (X2+X +1) est déjà décomposé en facteurs irréductibles dans R[X ] alors que 
sa décomposition dans C[X] est P(X) = 2X#(X — 1)5(X —i}?(X +i)2(X — j)(X — j?) où j = er — ee. 
Exemple 16. 
Soit P(X)=X*+1. 
+ Sur C. On peut d’abord décomposer P(X) = (X? +i)(X?—i). Les racines de P sont donc les racines 
carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise dans C[X | : 


PD)=(x- 20:19) +049) -20-9)x+%01-5) 


* Sur R. Pour un polynôme à coefficient réels, si a est une racine alors à aussi. Dans la décomposition 
ci-dessus on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela doit conduire à un polynôme réel : 


PXx)=[(x-204+n)(x-204-5)][(x +20 +5)(x +204 -5)] 
=[x?+4V2x +1]x2- 2x +1], 


qui est la factorisation dans R[X |. 


Mini-exercices. 


1. Trouver un polynôme P(X) € Z[X] de degré minimal tel que : i soit une racine simple, 2 soit une 
racine double et i soit une racine triple. 


2. Montrer cette partie de la proposition 8 : « P(æ) =0 et P'(a)=0 <= a est une racine de multiplicité 
> 2». 


3. Montrer que pour P € C[X] : « P admet une racine de multiplicité > 2 <= P et P' ne sont pas 
premiers entre eux ». 

4. Factoriser P(X) = (2X2+X —2)2(X4— 1) et Q(X) = 3(X2 — 1) (X2 —X + 1) dans C[X]. En déduire 
leur pgcd et leur ppcm. Mêmes questions dans R[X ]. 

5. Si pgcd(A, B) = 1 montrer que pgcd(A+ B,A x B)=1. 


6. Soit PER[X]etaeC\R tel que P(a) = 0. Vérifier que P(à) = 0. Montrer que (X — a)(X — à) est 
un polynôme irréductible de R[X ] et qu’il divise P dans R[X]. 


4. Fractions rationnelles 


Définition 9. 
Une fraction rationnelle à coefficients dans K est une expression de la forme 
P 


F=— 
Q 


où PQ € K[X] sont deux polynômes et Q £ 0. 


Toute fraction rationnelle se décompose comme une somme de fractions rationnelles élémentaires que l’on 
appelle des « éléments simples ». Mais les éléments simples sont différents sur C ou sur R. 


4.1. Décomposition en éléments simples sur C 


Théorème 8 (Décomposition en éléments simples sur C). 
Soit P/Q une fraction rationnelle avec PQ € CIX] pgcd(PQ)=1etQ=(X—a)1-..(X— a, )Fr. Alors il 
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existe une et une seule écriture : 


P E + @,1 1,2  . dk 
Q (X—-a)4 (X—a)41 (X— @) 
2,1 FOR d2,k; 
(X — a) (X — œ) 
+ . 
Le polynôme E s’appelle la partie polynomiale (ou partie entière). Les termes GT sont les éléments 
simples sur C. 
Exemple 17. 
. Vérifier que 727 = + À avec a = > Si, DR 


X4-8x2+9x—7 
(X—2Y(X +3) 


—1 


. Vérifier que =X+1+ +37. 


Ge my Sn — 
Comment se calcule cette décomposition ? En général on commence par déterminer la partie polynomiale. 
Tout d’abord si degQ > ur alors E a ) = 0. Si deg P < degQ alors effectuons la division euclidienne de 
PparQ:P=QE+R donc & SES R où degR < degQ. La partie polynomiale est donc le quotient de 
cette division. Et on s’est en au c. d’une fraction à avec degR < degQ. Voyons en détails comment 
continuer sur un exemple. 


Exemple 18. 
X°—2X%+4X2-—8X +11 
— 3X +2 
+ Première étape : partie polynomiale. On calcule la division euclidienne de P par Q : P(X) = (X? + 
1)Q(X) + 2X2 — 5X + 9. Donc la partie polynomiale est E(X) = X? + 1 et la fraction s'écrit 2œ = 


Q& 
SN le degré du numérateur est strictement plus 


.  P 
Décomposons la fraction Q L 


X?2+1+ ie Re +2, Notons que pour la fraction 


petit que le degré du dénominateur. 

Deuxième étape : factorisation du dénominateur. Q a pour racine évidente +1 (racine double) et —2 
(racine simple) et se factorise donc ainsi Q(X) = (X — 1)2(X + 2). 

Troisième étape : décomposition théorique en éléments simples. Le théorème de décomposition en 


éléments simples nous dit qu’il existe une unique décomposition : Sn = = EX )+ este + en es 


Nous savons déjà que E(X) = X? + 1, il reste à trouver les nombres a, b, c. 
Quatrième étape : Re des coefficients. Voici une première façon de déterminer a, b,c. On 


2 
récrit la fraction ge es + > tx 5 au même dénominateur et on l’identifie avec ee ; 
a b C __(b+c}X?+(a+b—2c)X +2a—2b+c 


+ =, 

(X—1)} X—1 X+2 (X — 1)2(X +2) 

qui doit être égale à 
2X2—5X +9 
(X —1}2(X +2) 

On en déduit b+c=2,a+b—2c = —5 et 2a —2b +c = 9. Cela conduit à l’unique solution a = 2, 
b=—1,c=3. Donc 

P X°-—2X$+4X2-8X+11 —1 5 

Q X3—3X +2 (X—1}2 X—1 X+2 
Cette méthode est souvent la plus longue. 
Quatrième étape (bis) : détermination des coefficients. Voici une autre méthode plus efficace. 

2X2-5X+9 


X z se ki b 
Notons nn = = X-1p@2 dont la décomposition théorique est : ea D mur 


/ 
Pour déterminer a on multiplie la fraction 5 par (X — 1)? et on évalue en x = 1. 


Tout d’abord en partant de la décomposition théorique on a : 


P'(X) _ =) 
Qù) — DT 


F\(X)=(X —1) 
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D'autre part 


P'(X) 2X2—-5X+9  2X2-5X +9 
F1(X) = (X —1) nn ro 
Q(X) (X —1)2(X +2) X+2 
donc F,(1) = 2. On en déduit a = 2. 
On fait le même processus pour déterminer c : on multiplie par (X + 2) et on évalue en —2. On calcule 
/ 2 
FX) = (X +2) 7e L A = as + bit + c de deux façons et lorsque l’on évalue x = —2 on 
obtient d’une part F,(—2) = c et d’autre part F a 2)= 3. Ainsi c=3, 
Comme les coefficients sont uniques tous les HUE sont “ie ou les déterminer. Par exemple lorsque 
l’on évalue la décomposition théorique 


Hi = Ge ay + — = tx x5 en x = 0, on obtient : 


P'(0 
CP 

Q(0) 2 
Donc 5 =a—b+£.Doncb=a+5—5=—1. 


4.2. Décomposition en éléments simples sur R 


Théorème 9 (Décomposition en éléments simples sur R). 
Soit P/Q une fraction rationnelle avec PQ € R[X], pgcd(P Q) = 1. Alors P/Q s'écrit de manière unique 
comme somme : 
. d’une partie polynomiale E(X), 
+ d'éléments simples du type Go 
_cX+b 
(X2+aXx+p)° 
Où les X— a et X?+ aX + B sont les facteurs irréductibles de Q(X) et les exposants i sont inférieurs ou égaux 
à la puissance correspondante dans cette factorisation. 


* d'éléments simples du type 


Exemple 19. 

4 3 2: 
Décomposition en éléments simples de 7. = % RD ne. Comme deg P < deg Q alors E(X) = 0. Le 
dénominateur est déjà factorisé sur R car X? + X + 1 est irréductible. La décomposition théorique est donc : 


P(X) aX +b cX + d e 
= — + 
Q(X) (X2+X+1)} X2+X+1 X—1 
Il faut ensuite mener au mieux les calculs pour déterminer les coefficients afin d'obtenir : 
P(X) 2X +1 —1 3 
EE —© + ——. 
Q(X) (X2+X +1) X2+X+1 X—1 


Mini-exercices. 


1. Soit Q(X)=(X—2}(X2—1)(X2+1)*. Pour P € R[X] quelle est la forme théorique de la décomposition 
en éléments simples sur C de ê ? Etsur R? 


. X2+1 , _X 
2. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R et C : = T> QG) Xi. 
X2+X+1 DX2X.: XO 


3. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R : DC)? GR) Grp: 


4. Soit F(X) = | Déterminer l'équation de l’asymptote oblique en +co. Étudier la position du 
graphe de F par rapport à cette droite. 
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Vidéo M partie Le groupe des permutations 


Motivation 


Évariste Galois a tout juste vingt ans lorsqu'il meurt dans un duel. Il restera pourtant comme l’un des plus 
grands mathématiciens de son temps pour avoir introduit la notion de groupe, alors qu’il avait à peine 
dix-sept ans. 

Vous savez résoudre les équations de degré 2 du type ax?+ bx+c = O. Les solutions s'expriment en fonction 
de a, b,c et de la fonction racine carrée 4. Pour les équations de degré 3, ax° + bx?+cx + d = 0, il existe 
aussi des formules. Par exemple une solution de x° + 3x + 1 = O est xp = V —— 4 + De telles 
formules existent aussi pour les équations de degré 4. 

Un préoccupation majeure au début du x1x° siècle était de savoir s’il existait des formules similaires pour 
les équations de degré 5 ou plus. La réponse fut apportée par Galois et Abel : non il n’existe pas en général 
une telle formule. Galois parvient même à dire pour quels polynômes c’est possible et pour lesquels ça ne 
l'est pas. Il introduit pour sa démonstration la notion de groupe. 


Les groupes sont à la base d’autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps, les matrices, les 


espaces vectoriels... Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en géométrie, en cryptographie ! 


Nous allons introduire dans ce chapitre la notion de groupe, puis celle de sous-groupe. On étudiera ensuite 
les applications entre deux groupes : les morphismes de groupes. Finalement nous détaillerons deux groupes 
importants : le groupe Z/nZ et le groupe des permutations #.. 


1. Groupe 


1.1. Définition 


Définition 1. 
Un groupe (G, x) est un ensemble G auquel est associé une opération x (la loi de composition) vérifiant 
les quatre propriétés suivantes : 


1. pourtoutx,yEeG, xxyeG (rest une loi de composition interne) 


2. pourtoutx,y,2€G, (xxy)xz=xx(yxz) (la loiest associative) 
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3. ilexisteeeGtelque VxeG,xxe—=x et exx=x (eest l'élément neutre) 


4. pour tout x EGilexiste x/EGtelque xxx/=x/xx—e (x’est l'inverse de x et est noté x71) 


Si de plus l'opération vérifie 
pour tout x,y € G, XxXY —YXxX, 


on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien). 


Remarque. 


+ L'élément neutre e est unique. En effet si e” vérifie aussi le point (3), alors on a e/ xe — e (car e est 
élément neutre) et exe = e” (car e” aussi). Donc e — e’. Remarquez aussi que l’inverse de l'élément 
neutre est lui-même. S’il y a plusieurs groupes, on pourra noter e,; pour l’élément neutre du groupe G. 

+ Un élément x € G ne possède qu’un seul inverse. En effet si x” et x” vérifient tous les deux le point (4) 
alors on a x xx” —e donc x’ x(x xx”) = x’ xe. Par l’associativité (2) et la propriété de l’élément neutre 
(3) alors (x’ xx) xx” = x’. Mais x’ x x = e donc e x x” = x’ et ainsi x” = x’. 


1.2. Exemples 


Voici des ensembles bien connus pour lesquels l'opération donnée définit une structure de groupe. 


° (R*, x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions chacune des propriétés : 
1. Six,y ER* alorsx x y ER*. 


2. Pour tout x, y,z € R* alors x x (y xz) = (x x y) x z, c’est l’associativité de la multiplication des 
nombres réels. 


3. 1 est l'élément neutre pour la multiplication, en effet 1 x x = x et x x 1 = x, ceci quelque soit x € R*. 


4. L'inverse d’un élément x € R* est x’ = L (car x x L est bien égal à l’élément neutre 1). L'inverse 


de x est donc x”! = 1. Notons au passage que nous avions exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas 


d’inverse. 
Ces propriétés font de (R*, x) un groupe. 


5. Enfin x x y = y x x, c’est la commutativité de la multiplication des réels. 


° (Q*, x), (C*, x) sont des groupes commutatifs. 
+ (Z,+) est un groupe commutatif. Ici + est l'addition habituelle. 


1. Six,y eZ alors x+yezZ. 
2. Pour tout x, y,3 eZ alors x +(y+z)=(x+y)+2. 
3. O est l'élément neutre pour l’addition, en effet 0 + x = x et x +0 = x, ceci quelque soit x eZ. 


4. L'inverse d’un élément x € Z est x’ = —x car x +(—x) = 0 est bien l’élément neutre 0. Quand la loi 
de groupe est + l'inverse s'appelle plus couramment l'opposé. 


5. Enfin x + y = y + x, et donc (Z, +) est un groupe commutatif. 


° (Q,+), (R, +), (C,+) sont des groupes commutatifs. 
. Soit Z l’ensemble des rotations du plan dont le centre est à l’origine O. 
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O 


Alors pour deux rotations R, et R,, la composée R, © R,, est encore une rotation de centre l’origine 
et d'angle 6 + 0”. Ici o est la composition. Ainsi (Z,0) forme un groupe (qui est même commutatif). 
Pour cette loi l’élément neutre est la rotation d’angle 0 : c’est l'identité du plan. L'inverse d’une rotation 
d’angle 0 est la rotation d’angle —0. 

+ Si.# désigne l’ensemble des isométries du plan (ce sont les translations, rotations, réflexions et leurs 
composées) alors (.#,0) est un groupe. Ce groupe n’est pas un groupe commutatif. En effet, identifions 
le plan à R? et soit par exemple R la rotation de centre O = (0,0) et d’angle 7 et T la translation 
de vecteur (1,0). Alors les isométries ToRetRoT sont des applications distinctes. Par exemple les 
images du point À = (1,1) par ces applications sont distinctes : T o R(1,1) = T(—1, 1) = (0, 1) alors que 
RoT(1,1}=R(2,1)= (1,2). 


À À 


RoT(A) 


R(A) A >» T(A) 


Voici deux exemples qui ne sont pas des groupes : 
+ (Z*, x) n’est pas un groupe. Car si 2 avait un inverse (pour la multiplication x) ce serait à qui n’est pas 
un entier. 
+ _(N,+) n’est pas un groupe. En effet l'inverse de 3 (pour l'addition +) devrait être —3 mais —3 # N. 


Nous étudierons dans les sections 4 et 5 deux autres groupes très importants : les groupes cycliques (Z/nZ, +) 
et les groupes de permutations (%,, 0). 


1.3. Puissance 


Revenons à un groupe (G, x). Pour x € G nous noterons x x x par x? et x xx x x par x°. Plus généralement 
nous noterons : 


. XT=XxX x. xx, 


nr, — 
n fois 
e x° = 6, 
eXT=x lrc.xx 
Sn, — 
n fois 


Rappelez-vous que x”! désigne l'inverse de x dans le groupe. 
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Les règles de calcul sont les mêmes que pour les puissances des nombres réels. Pour x,y eGetm,nezZ 
nous avons : 

- x" + x" _ re, 

. x)" _ Plus 

+ (xxy) 1=y lxx-l attention à l’ordre! 

+ Si(G,x) est commutatif alors (x x y} = x" x y". 


1.4. Exemple des matrices 2 x 2 


Une matrice 2 x 2 est un tableau de 4 nombres (pour nous des réels) noté ainsi : 


a D 

c d) 
Nous allons définir l’opération produit noté x de deux matrices M = (£ Li et M’ = É 2) : 

mL b - a’ b'\ faa’+bc’ ab’+bd’ 
Te À c' d'}) \ca’+dc' cb'+dd’} 

Voici comment présenter les calculs, on place M à gauche, M’ au dessus de ce qui va être le résultat. On 
calcule un par un, chacun des termes de M x M. 
Pour le premier terme on prend la colonne située au dessus et la ligne située à gauche : on effectue les 
produits a x a’ et b x c’ qu’on additionne pour obtenir le premier terme du résultat. Même chose avec 


le second terme : on prend la colonne située au dessus, la ligne située à gauche, on fait les produit, on 
additionne : ab’ + bd”. Idem pour les deux autres termes. 


u 
a b aa’ +bc’ ab’+bd’ 
c d ca’ +dc’ cb'+dd’ 


Par exemple si M — (é 4) et M'= (à ©) alors voici comment poser les calculs (M x M’ à gauche, M’ x M 


. 9 (0) 
RU REC ItE 


alors M x M'=(%, Let M’ x M =(}1). Remarquez qu’en général M x M'Z£M'x M. 


Le déterminant d’une matrice M = (2 8) est par définition le nombre réel 
det M = ad — bc. 


Proposition 1. 
L'ensemble des matrices 2 x 2 ayant un déterminant non nul, muni de la multiplication des matrices x, forme 
un groupe non-commutatif. 


Ce groupe est noté (SL), x). 


Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire : 


Lemme 1. 
det(M x M’) = det M : det M!. 
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Pour la preuve, il suffit de vérifier le calcul : (aa”+ bc’}(cb'+dd')-(ab'+ bd')(ca’+dc’) = (ad—bca’d'— 
bol 
Revenons à la preuve de la proposition. 


Démonstration. 


1. 


Vérifions la loi de composition interne. Si M, M' sont des matrices 2 x 2 alors M x M’ aussi. Maintenant 
si M et M' sont de déterminants non nuls alors det(M x M”) = det M : det M’ est aussi non nul. Donc si 
M,M'E &, alors M x M'E ,. 


. Pour vérifier que la loi est associative, c’est un peu fastidieux. Pour trois matrices M, M", M’ quelconques 


il faut montrer (M x M’) x M” =M x(M' x M”). Faites-le pour vérifier que vous maîtrisez le produit 
de matrices. 


. Existence de l'élément neutre. La matrice identité I = (é “à est l'élément neutre pour la multiplication 


des matrices : en ce(s) i=(Er) et so)x(SE)=( ; 


Existence de l'inverse. Soit M = Le 2] une matrice de déterminant non nul alors M! = & = Le . 


est l'inverse de M : vérifiez que M x M! =IetqueM !xM=I. 


. Enfin nous avons déjà vu que cette multiplication n’est pas commutative. 


Mini-exercices. 
1. Montrer que (R*, x) est un groupe commutatif. 


2. Soit f, 5 : R — R la fonction définie par x — ax +b. Montrer que l’ensemble 7 = {f, 4 | a € R*,b ER} 
muni de la composition « o » est un groupe non commutatif. 


3. (Plus dur) Soit G =]—1,1[. Pour x, y € G on définit x x y = En Montrer que (G, x) forme un groupe 


en (a) montrant que + est une loi de composition interne : x x y € G; (b) montrant que la loi est 
associative ; (c) montrant que 0 est élément neutre; (d) trouvant l'inverse de x. 


Soit (G, +) un groupe quelconque ; x, y, sont des éléments de G. 
4. Montrer que si x x y = x xz alors y —3. 
5. Que vaut (x 1) ? 


6. Six"=e, quel est l'inverse de x ? 


Matrices : 
7. Soient M, = (9), M =(12), M3 =(42). Vérifier que M; x (M2 x M3) = (M1 X Mo) * M3. 
8. Calculer (M, x M, }° et M? x MÈ. (Rappel : M? = M x M) 


9. Calculer le déterminant des M; ainsi que leur inverse. 


10. Montrer que l’ensemble des matrices 2 x 2 muni de l'addition + définie par fé b)+ ( a ) = (2° re ) 


c' d’ c+c’ d+d’ 


forme un groupe commutatif. 
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2. Sous-groupes 


Montrer qu’un ensemble est un groupe à partir de la définition peut être assez long. Il existe une autre 
technique, c’est de montrer qu’un sous-ensemble d’un groupe est lui-même un groupe : c’est la notion de 
sous-groupe. 


2.1. Définition 
Soit (G, x) un groupe. 
Définition 2. 
Une partie H C G est un sous-groupe de G si: 
e eCH, 


+ pourtoutx,yEH,onaxxy€eH, 
° pourtoutx EH, onax EH. 


Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H, x) avec la loi induite par celle de G. 
Par exemple si x € H alors, pour tout n € Z, nous avons x" € H. 


Remarque. 

Un critère pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G est : 
* H contient au moins un élément 
° pour tout X,y € H, xxy | € H. 


2.2. Exemples 


+ (R°, x) est un sous-groupe de (R*, x). En effet : 
— 1€R, 
— six,y ER’ alorsxxyeR, 
— six ER? alors Ru L ER: 
+ (U, x) est un sous-groupe de (C*, x), oùU={2eCl|{z]=1}. 
+ (Z,+) est un sous-groupe de (R, +). 
+ {e} et G sont les sous-groupes triviaux du groupe G. 
+ L'ensemble Z des rotations du plan dont le centre est à l’origine est un sous-groupe du groupe des 


isométries .#. 
+ L’ensemble des matrices diagonales (4 9) avec a # 0 et d Æ 0 est un sous-groupe de (%, x). 


2.3. Sous-groupes de Z 


Proposition 2. 
Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ, pour n eZ. 
L'ensemble nZ désigne l’ensemble des multiples de n : 
nz={knikez} 


Par exemple : 
° 27 ={...,—4,—2,0,+2,+4,+6,...} est l’ensemble des entiers pairs, 
° 7Z={...,—14,—7,0,+7,+14,+21,...} est l’ensemble des multiples de 7. 


Démonstration. Fixons n € Z. L'ensemble nZ est un sous-groupe de (Z, +), en effet : 
. nZCZ, 
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. l'élément neutre 0 appartient à nZ, 
* pour x =knet y = k’n des éléments de nZ alors x + y = (k+ k’)}n est aussi un élément de nZ, 
. enfin si x = kn est un élément de nZ alors —x = (—k}n est aussi un élément de nZ. 


Réciproquement soit H un sous-groupe de (Z, +). Si H = {0} alors H = 0Z et c’est fini. Sinon H contient au 
moins un élément non-nul et positif (puisque tout élément est accompagné de son opposé) et notons 
n=min{h>0|hEH}. 

Alors n > 0. Comme n € H alors —n e H,2n =n+ne H, et plus généralement pour k € Z alors kn € H. Ainsi 
nZ C H. Nous allons maintenant montrer l'inclusion inverse. Soit h € H. Écrivons la division euclidienne : 
h=kn+r, avec k,r eZ et O£r<n. 

Mais h € H et kn € H donc r = h—kn € H. Nous avons un entier r > 0 qui est un élément de H et 


strictement plus petit que n. Par la définition de n, nécessairement r = 0. Autrement dit h = kn et donc 
h E nZ. Conclusion H = nZ. 


2.4. Sous-groupes engendrés 


Soit (G,x) un groupe et E C G un sous-ensemble de G. Le sous-groupe engendré par E est le plus petit 
sous-groupe de G contenant E. 
Par exemple si E = {2} et le groupe est (R*, x), le sous-groupe engendré par E est H={2"|neZ}. Pour 
le prouver : il faut montrer que H est un sous-groupe, que 2 € H, et que si H’ est un autre sous-groupe 
contenant 2 alors H C H’. 
Autre exemple avec le groupe (Z, +) : si E; = {2} alors le sous-groupe engendré par E; est H; = 2Z. Si 
E), = {8,12} alors H, = 4Z et plus généralement si E = {a, b} alors H = nZ où n = pgcd(a, b). 

Mini-exercices. 

1. Montrer que {2" |n eZ} est un sous-groupe de (R*, x). 

. Montrer que si H et H’ sont deux sous-groupes de (G, x) alors H NH” est aussi un sous-groupe. 


2 
3. Montrer que 5Z U 8Z n’est pas un sous-groupe de (Z, +). 
4 


. Montrer que l’ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1 ayant leurs coefficients dans Z est un 
sous-groupe de (SL, x). 


5. Trouver le sous-groupe de (Z, +) engendré par {—12, 8,20}. 


3. Morphismes de groupes 


3.1. Définition 


Définition 3. 
Soient (G, x) et (G’,°) deux groupes. Une application f : G— G’ est un morphisme de groupes si : 


pour tout x,x’ EG f(xxx)= f(x) f(x’) 


L'exemple que vous connaissez déjà est le suivant : soit G le groupe (R, +) et G’ le groupe (R°, x). Soit 
f:R—R} l’application exponentielle définie par f(x) — exp(x). Nous avons bien 


f(x + x) = exp(x + x’) = exp(x) x exp(x”) = f(x) x f(x’). 


Et donc f est bien un morphisme de groupes. 
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3.2. Propriétés 


Proposition 3. 

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes alors : 
+ Fes) = ec, . 
« pour tout x € G, f(x!) = (f(x) . 


Il faut faire attention à l’ensemble auquel appartiennent les éléments considérés : e, est l’élément neutre de 
G,e& celui de G’. Il n’y a pas de raison qu’ils soient égaux (ils ne sont même pas dans le même ensemble). 
Aussi x”! est l'inverse de x dans G, alors que ( f @)) est l'inverse de f(x) mais dans G’. 

Reprenons l'exemple de la fonction f : R— R* définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien f(0) — 1 : 
l'élément neutre de (R, +) a pour image l’élément neutre de (R°, x). Pour x ER son inverse dans (R, +) est 
ici son opposé —x, alors f(—x) = exp(—x) = = = TE) est bien l’inverse (dans (R°, x)) de f(x). 


Démonstration. 
+ fes) = f(ec *xec) = f(ec)+ f(ec), en multipliant (à droite par exemple) par f(e;) ! on obtient 
eg = f(ec). 
+ Soit x € G alorsxxx !=e, donc f(xxx” 1!) = f(ec). Cela entraîne f(x)o f(x!) = es, en composant 
à gauche par (fG)) ”, nous obtenons f(x!) = (FG)) 


1 


Proposition 4. 
+ Soient deux morphismes de groupes f : G — G’et g : G — G”. Alors go f : G —> Gest un 
morphisme de groupes. 
+ Sif : G— Gest un morphisme biüectif alors f-! : G/ — G est aussi un morphisme de groupes. 


Démonstration. La première partie est facile. Montrons la deuxième : Soit y, y’ € G’. Comme f est bijective, 
ilexiste x, x’ € G tels que f(x) = y et f(x’) = y’. Alors f (yo y!) = (fief) = FMC )) = 
xxx/=f"l(y)xf"1(y). Et donc f-! est un morphisme de G’ vers G. 


Définition 4. 
Un morphisme bijectif est un isomorphisme. Deux groupes G, G’ sont isomorphes s’il existe un morphisme 
bijectif f : G— G’. 


Continuons notre exemple f(x) — exp(x), f : R— R est une application bijective. Sa bijection réciproque 
Joux R' — R est définie par f71(x) = In(x). Par la proposition 4 nous savons que f 7! est aussi un 
morphisme (de (R°, x) vers (R,+)) donc fx x x!) = fx) + fl (x). Ce qui s'exprime ici par la 
formule bien connue : 

In(x x x’) =In(x)+In(x’). 


Ainsi f est un isomorphisme et les groupes (R, +) et (R', x) sont isomorphes. 


3.3. Noyau et image 
Soit f : G—> G’ un morphisme de groupes. Nous définissons deux sous-ensembles importants qui vont 
être des sous-groupes. 

Définition 5. 

Le noyau de f est 


Kerf ={xeG|f(x)=ec} 


GROUPES 3. MORPHISMES DE GROUPES 79 


C’est donc un sous-ensemble de G. En terme d'image réciproque nous avons par définition Ker f = f”! ({ec }). 
(Attention, la notation f 1 ici désigne l’image réciproque, et ne signifie pas que f est bijective.) Le noyau 
est donc l’ensemble des éléments de G qui s’envoient par f sur l'élément neutre de G’. 


Définition 6. 
L'image de f est 


Imf ={f(x)|x ec} 


C’est donc un sous-ensemble de G’ et en terme d'image directe nous avons Im f = f(G). Ce sont les éléments 
de G’ qui ont (au moins) un antécédent par f. 


Proposition 5. 
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. 


1. Ker f est un sous-groupe de G. 
2. Imf est un sous-groupe de G?. 
3. f est injectif si et seulement si Ker f = {e&}. 


4. f est surjectif si et seulement si Imf = G’. 


Démonstration. 
1. Montrons que le noyau est un sous-groupe de G. 
(a) fes) =es donc es EKerf. 
(b) Soient x,x’ e Kerf. Alors f(x xx’) = f(x) f(x’) =ec sec = es et donc x xx’ e Kerf. 
(c) Soit x € Kerf. Alors f(x!) = f(x) ! = ee = er. Et donc x”! eKerf. 
2. Montrons que l’image est un sous-groupe de G’. 
(a) fes) =es donc es EImf. 


(b) Soient y, y EImf.Ilexiste alors x, x’ € G tels que f(x) = y, f(x’) = y’. Alors yey’ = f(x)ef(x’) = 
f(xxx))elmf. 
(c) Soit y EImf et x € G tel que y = f(x). Alors y! = f(x) != f(x l)elmf. 

3. Supposons f injective. Soit x € Kerf, alors f(x) = e; donc f(x) = f(e4) et comme f est injective 
alors x = e&. Donc Ker f = {eg}. REGDROQUENENE supposons Ker f = {e&}. Soient x, x’ € G tels que 
f(x) = f(x’) donc f(x) + CG) = eg, d'où f(x)o f(x1) = es et donc f(x x x/1) = er. Ceci 
implique que x x x”! € Kerf. Comme Kerf = {eG} alors x x x’! = e, et donc x = x’. Ainsi f est 
injective. 


4. C’est clair! 


3.4. Exemples 


Exemple 1. 


1. Soit f : Z — Z définie par f(k) = 3k. (Z, +) est considéré comme ensemble de départ et d’arrivée de 
l'application. Alors f est un morphisme du groupe (Z, +) dans lui-même car f(k + k’) = 3(k + k’) = 
3k+3k’ = f(k)+ f(k’). Calculons le noyau : Kerf = {ke Z | f(k) = 0}. Mais si f(k) = 0 alors 3k = 0 
donc k = 0. Ainsi Ker f = {0} est réduit à l'élément neutre et donc f est injective. Calculons maintenant 
Pimage Imf = {f(k)}|keZ}={3k|k eZ} = 37. Nous retrouvons que 3Z est un sous-groupe de 
(Z, +). 
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Plus généralement si l’on fixe n € Z, n £ 0, et que f est définie par f(k) = k-n alors Kerf = {0} et 
Imf = nZ. 

2. Soient les groupes (R, +) et (U, x) (où U = {ze C | |z] = 1} et f l'application f : R — U définie 
par f(t) = ef. Montrons que f est un morphisme : f(t + t/) = eitt#t) = eit x eit = f(+) x f(t/). 
Calculons le noyau Kerf ={tEeR] f(t) = 1}. Mais si f(t) = 1 alors el! = 1 donc t = 0 (mod 2x). D'où 
Kerf ={2kr|keZ}=2nZ. Ainsi f n’est pas injective. L'image de f est U car tout nombre complexe 
de module 1 s'écrit sous la forme f(t) = eït. 


3. Soient les groupes (SL), x) et (R*, x) et f : Sa — R* définie par f (M) = det M. Alors la formule vue 
plus haut (lemme 1) det(M x M’) = det M x det M’ implique que f est un morphisme de groupes. Ce 


morphisme est surjectif, car si t € R* alors det (4 ®)=t. Ce morphisme n’est pas injectif car par exemple 
1 OŸ— t 0 
det (5?) = det(6 ?). 


Attention : ne pas confondre les différentes notations avec des puissances —1 : x71!, f-1, f ({ec}) ; 


+ x”! désigne l'inverse de x dans un groupe (G, x). Cette notation est cohérente avec la notation usuelle 


: * —1 _ 1 
si le groupe est (R*, x) alors x7 = =. 


Pour une application bijective f—! désigne la bijection réciproque. 

< Pour une application quelconque f : E — F, l'image réciproque d’une partie B C F est f !(B) = {x € 
E|f(x)e B}, c’est une partie de E. Pour un morphisme f, Ker f = fT({ec }) est donc l’ensemble des 
x € G tels que leur image par f soit e&-. Le noyau est défini même si f n’est pas bijective. 


Mini-exercices. 


1. Soit f : (Z,+) — (Q*, x) défini par f(n) = 2". Montrer que f est un morphisme de groupes. 
Déterminer le noyau de f. f est-elle injective ? surjective ? 

2. Mêmes questions pour f : (R,+) — (Z,0), qui à un réel 0 associe la rotation d’angle 6 de centre 
l'origine. 

3. Soit (G, x) un groupe et f : G— G l'application définie par f(x) = x?. (Rappel : x? = x xx.) Montrer 
que si (G,x) est commutatif alors f est un morphisme. Montrer ensuite la réciproque. 

4. Montrer qu’il n'existe pas de morphisme f : (Z,+) — (Z, +) tel que f(2) =3. 


5. Montrer que f,g : (R*,x) — (R*, x) définis par f(x) = x?, g(x) = x° sont des morphismes de 
groupes. Calculer leurs images et leurs noyaux respectives. 


4. Le groupe Z/nZ 


4.1. L'ensemble et le groupe Z/nZ 


Fixons n > 1. Rappelons que Z/nZ. est l’ensemble 
Z/nZ = {0,1,2,...,n—1} 


où p désigne la classe d'équivalence de p modulo n. 


p=q—p=q(modn) 


ouencorep=qg—14keZzZ p=q+kn. 


Autrement dit 


On définit une addition sur Z/nZ par : 
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Par exemple dans Z/60Z, on a 31 +46 = 31+46—77— 17. 


Nous devons montrer que cette addition est bien définie : si p’ = p et q/ = q alors p’ = p (mod n), q =q 
(mod n) et donc p’ +q’ =p+q (mod n). Donc p’ +q/ = p +q. Donc on a aussi p’ + q/ = p+q. Nous avons 
montré que l'addition est indépendante du choix des représentants. 


Voici un exemple de la vie courante : considérons seulement les minutes d’une montre; ces minutes varient 
de 0 à 59. Lorsque l'aiguille passe à 60, elle désigne aussi O (on ne s'occupe pas des heures). Ainsi de suite : 
61 s'écrit aussi 1, 62 s'écrit aussi 2,...Cela correspond donc à l’ensemble Z/60Z. On peut aussi additionner 
des minutes : 50 minutes plus 15 minutes font 65 minutes qui s’écrivent aussi 5 minutes. Continuons avec 
l'écriture dans Z/60Z par exemple : 135 + 50 = 185 — 5. Remarquez que si l’on écrit d’abord 135 = 15 
alors 135 + 50 = 15 + 50 — 65 — 5. On pourrait même écrire 50 — —10 et donc 135 + 50 = 15 — 10 —5. 
C’est le fait que l’addition soit bien définie qui justifie que l’on trouve toujours le même résultat. 


Proposition 6. 
(Z/nZ, +) est un groupe commutatif. 


C’est facile. L'élément neutre est 0. L'opposé de k est —k =—k = n—k. L'associativité et la commutativité 
découlent de celles de (Z, +). 


4.2. Groupes cycliques de cardinal fini 


Définition 7. 

Un groupe (G, x) est un groupe cyclique s’il existe un élément a € G tel que : 
pour tout x € G, il existe k € Z tel que x = a* 

Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a. 

Le groupe (Z/nZ, +) est un groupe cyclique. En effet il est engendré par a = 1, car tout élément k s’écrit 

k=1+1+..1=k:1. 


,—— 
k fois 


Voici un résultat intéressant : il n'existe, à isomorphisme près, qu’un seul groupe cyclique à n éléments, c’est 
ZnZ : 


Théorème 1. 
Si (G, x) un groupe cyclique de cardinal n, alors (G, x) est isomorphe à (Z/nZ, +). 


Démonstration. Comme G est cyclique alors G = { sl 0 L'édt d'ius. je Dans cette écriture il y a 


de nombreuses redondances (car de toute façon G n’a que n éléments). Nous allons montrer qu’en fait 


G=léatd,.:0"} etque a"=e. 


2 


Tout d’abord l’ensemble {e, a,a”,..., at} est inclus dans G. En plus il a exactement n éléments. En effet si 


a? = al avec 0 < q <p <n—1 alors a? 1 —e (avec p—q > 0) et ainsi a? 11 = a Ixa=a, ap 12 = a? et 


2 


alors le groupe G serait égal à {e, A; Ass, ap-9" 1} et n'aurait pas n éléments. Ainsi {e, A du CG 


et les deux ensembles ont le même nombre n d'éléments, donc ils sont égaux. 


Montrons maintenant que a” = e. Comme a" € G et que G = {e, Ar STE a"-1} alors il existe 0 £<p<n—1 

tel que a" = a?. Encore une fois si p > 0 cela entraîne a"? = e et donc une contradiction. Ainsi p = 0 donc 
0 

a"=a =e. 


Nous pouvons maintenant construire l’isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G, x). Soit f : Z/nZ — G 
l'application définie par f(k) = af. 
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._Il faut tout d’abord montrer que f est bien définie car notre définition de f dépend du représentant k et 
pas de la classe k : si k = k’ (une même classe définie par deux représentants distincts) alors k = k’ 
(mod n) et donc il existe { e Z tel que k = k’ + £n. Ainsi f(k) = a* = ak +4 = a x at" = a* x (a)! = 
ak «el = a* = f(k’). Ainsi f est bien définie. 

°_f est un morphisme de groupes car f(k+k/) = f(k+k') = aktk = ak x ak = f)xf(R) (pour tout 
KR 


* Ilest clair que f est surjective car tout élément de G s'écrit af. 


+ Comme l’ensemble de départ et celui d’arrivée ont le même nombre d'éléments et que f est surjective 
alors f est bijective. 


Conclusion : f est un isomorphisme entre (Z/nZ, +) et (G, x). 


Mini-exercices. 

1. Trouver tous les sous-groupes de (Z/12Z, +). 

2. Montrer que le produit défini par p x q = p x q est bien défini sur l’ensemble Z/nZ. 
3. Dans la preuve du théorème 1, montrer directement que l'application f est injective. 
4 


. Montrer que l’ensemble U, = {z ecl|zf= 1} est un sous-groupe de (C*, x). Montrer que U, est 
isomorphe à Z/nZ. Expliciter l’isomorphisme. 


5. Montrer que l’ensemble H = { ( ‘à (0 LA ) , Ée p) ; Ca 4 ) } est un sous-groupe de (£,, x) ayant 4 
éléments. Montrer que H n’est pas isomorphe à Z/47. 


5. Le groupe des permutations , 


Fixons un entier n > 2. 


5.1. Groupe des permutations 


Proposition 7. 


L'ensemble des bijections de {1,2,...,n} dans lui-même, muni de la composition des fonctions est un groupe, 
noté (%,,0). 


Une bijection de {1,2,...,n} (dans lui-même) s'appelle une permutation. Le groupe (%,, 0) s'appelle le 
groupe des permutations (ou le groupe symétrique). 

Démonstration. 

1. La composition de deux bijections de {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,...,n}. 


2. La loi est associative (par l’associativité de la composition des fonctions). 


3. L'élément neutre est l'identité. 


4. L'inverse d’une bijection f est sa bijection réciproque f”1. 


Il s’agit d’un autre exemple de groupe ayant un nombre fini d'éléments : 


Lemme 2. 
Le cardinal de S, est n!. 
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Démonstration. La preuve est simple. Pour l'élément 1, son image appartient à {1,2,...,n} donc nous avons 
n choix. Pour l’image de 2, il ne reste plus que n — 1 choix (1 et 2 ne doivent pas avoir la même image car 
notre application est une bijection). Ainsi de suite. Pour l’image du dernier élément n il ne reste qu’une 


possibilité. Au finalilyanx(n—1)x:-:x2 x 1=n! façon de construire des bijections de {1,2,...,n}. 


5.2. Notation et exemples 


Décrire une permutation f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} équivaut à donner les images de chaque i allant 
de 1 à n. Nous notons donc f par 


| 1 : + nn | 
fQ) fC) --- fn 


Par exemple la permutation de , notée 


est la bijection f : {1,2,...,7} — {1,2,...,7} définie par f (1) = 3, f(2)=7, f(3)=5,f(4)=4,f(5)=6 
f(6)=1, f(7) = 2. C’est bien une bijection car chaque nombre de 1 à 7 apparaît une fois et une seule sur 
la deuxième ligne. 


L'élément neutre du groupe est l'identité id ; pour 4, c’est donc [à : à ; : È 2.) 
Il est facile de calculer la composition de deux permutations f et g avec cette notation. Si f = É à À : È î 7] 
et g = [1 a à À 2] alors g © f s'obtient en superposant la permutation f puis g 
| D Re 
gof—=|-37546+—- og = 
2671543 || NES 
ensuite on élimine la ligne intermédiaire du milieu et donc g o f se note [: 2. : è :. Al 


Il est tout aussi facile de calculer l'inverse d’une permutation : il suffit d'échanger les lignes du haut et du 
bas et de réordonner le tableau. Par exemple l’inverse de 


f=| 1254567 fr 
37546102 
1 
6 


—1-/f3754612 A Sn 
se note f = [ 123456 >| ou plutôt après réordonnement [ 


5.3. Le groupe , 


Nous allons étudier en détails le groupe , des permutations de {1,2,3}. Nous savons que , possède 
= 6 éléments que nous énumérons : 
+ id=[123] l'identité, 


+ T1 =[123]une transposition, 

° To = [à : | une deuxième transposition, 
+ T3 =[223]une troisième transposition, 
OC = (silos 


] l'inverse du cycle précédent. 


nie 


Donc _. id, T1, To, EH OT 


Calculons T,00eto07t:: 


123 123 
L =f1231— 1231 
noo=|[251 = =T) et ooT =[15>]= = T3. 
P 


Ainsi T,00 = T, est différent de o ot; = T3, ainsi le groupe , n’est pas commutatif. Et plus généralement : 
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Lemme 5. 
Pour n > 3, le groupe $, n'est pas commutatif. 


Nous pouvons calculer la table du groupe 


gof id “ To Ta © Fe 
id 7 Bu 
LE T3 
T2 T1 
T3 T2 
o id 
Fe Co} 


FIGURE 6.1 - Table du groupe 


Comment avons-nous rempli cette table? Nous avons déjà calculé T7, oo = T, et o ot; — T3. Comme 
foid=fetidof = f il est facile de remplir la première colonne noire ainsi que la première ligne noire. 
Ensuite il faut faire les calculs! 

On retrouve ainsi que  — { id, T1, To, T3,0, a est un groupe : en particulier la composition de deux 
permutations de la liste reste une permutation de la liste. On lit aussi sur la table l’inverse de chaque élément, 
par exemple sur la ligne de T, on cherche à quelle colonne on trouve l'identité, c’est la colonne de T,. Donc 
l'inverse de T, est lui-même. 


5.4. Groupe des isométries du triangle 


Soit (ABC) un triangle équilatéral. Considérons l’ensemble des isométries du plan qui préservent le triangle, 
c’est-à-dire que l’on cherche toutes les isométries f telles que f (A) € {A,B,C}, f(B) € {A,B,C}, f(C)e 
{A,B, C}. On trouve les isométries suivantes : l'identité id, les réflexions t1, t2, t d’axes %,, D), Da, la rotation 
s d'angle 2 et la rotation s! d’angle — 27 (de centre O). 


A! 


>< 


Proposition 8. 
L'ensemble des isométries d’un triangle équilatéral, muni de la composition, forme un groupe. Ce groupe est 
isomorphe à (3, o). 


1 1 


L'isomorphisme est juste l'application qui à t; associe T;, à s associe o et à 5” associe o —. 
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5.5. Décomposition en cycles 


* Nous allons définir ce qu'est un cycle : C'est une permutation © qui fixe un certain nombre d'éléments 
(o(i) = i) et dont les éléments non fixés sont obtenus par itération : j,o(j),o?(j),.… C’est plus facile à 


comprendre sur un exemple : 


12345678 

k 8 3 5 2 6 7 A 
est un cycle : les éléments 1,3, 6,7 sont fixes, les autres s’obtiennent comme itération de 2 : 2- o(2) = 
8— o(8) = o2(2) = 4 o(4) = o°(2) = 5, ensuite on retrouve o“(2) = o(5) = 2. 

. Nous noterons ce cycle par 

CRE 
(5 "8 A 5 ) 
Il faut comprendre cette notation ainsi : l’image de 2 est 8, l’image de 8 est 4, l’image de 4 est 5, l’image 
de 5 est 2. Les éléments qui n’apparaissent pas (ici 1, 3,6, 7) sont fixes. On aurait pu aussi noter ce même 
cycle par : (8452), (45 28) ou (5 28 4). 

+ Pour calculer l'inverse on renverse les nombres : l'inverse de o = (28 45)est o !=(5 48 2). 

. Le support d’un cycle sont les éléments qui ne sont pas fixes : le support de © est {2,4,5,8}. La longueur 
(ou l’ordre) d’un cycle est le nombre d'éléments qui ne sont pas fixes (c’est donc le cardinal du support). 
Par exemple (2 8 4 5) est un cycle de longueur 4. 

* Autres exemples : o = fi = “A = (1 2 3) est un cycle de longueur 3; T = [5 " - | = (2 4) est un cycle 
de longueur 2, aussi appelé une transposition. 

° Par contre f = [2 : À À : $ 7] n’est pas un cycle; il s'écrit comme la composition de deux cycles f = 
(17)0(3 5 6). Comme les supports de (1 7) et (3 5 6) sont disjoints alors on a aussi f = (3 5 6)o(1 7). 


Ce dernier point fait partie d’un résultat plus général que nous admettons : 
Théorème 2. 


Toute permutation de , se décompose en composition de cycles à supports disjoints. De plus cette décompo- 
sition est unique. 


Pour l’unicité il faut comprendre : unique à l'écriture de chaque cycle près (exemple : (3 5 6) et (5 6 3) sont 
le même cycle) et à l’ordre près (exemple : (1 7)0(3 5 6)=(3 5 6)o(1 7)). 
Exemple : la décomposition de f = fé à : à é LA | en composition de cycle à supports disjoints est (1 5 3)o 


(4 8)0(6 7). 


Attention, si les supports ne sont pas disjoints alors cela ne commute plus : par exemple g = (1 2)0(23 4) 
n’est pas égale à h = (2 3 4)o (1 2). En effet l'écriture de g en produit de cycle à support disjoint est 


s={l 20(234)=[1542|=[132{]= (1 23 4) alors que celle de h est h = (2 3 4)o(1 = 01 
(1342). 

Mini-exercices. 

1. Soient f définie par f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 4, f(4) =5, f(5) = 1 et g définie par g(1) = 2, 
g(2) = 1, g(3) = 4, g(4) = 3, g(5) = 5. Écrire les permutations f, g,f !,g l,gof,fog,f?,g?, 
(gofY. 

2. Énumérer toutes les permutations de 3, qui n’ont pas d'éléments fixes. Les écrire ensuite sous forme 
de compositions de cycles à supports disjoints. 

3. Trouver les isométries directes préservant un carré. Dresser la table des compositions et montrer 
qu’elles forment un groupe. Montrer que ce groupe est isomorphe à Z/4Z. 

4. Montrer qu’il existe un sous-groupe de , isomorphe à Z/2Z. Même question avec Z/3Z. Est-ce que 
, et Z/6Z sont isomorphes ? 


5. Décomposer la permutation suivante en produit de cycles à supports disjoints : f = fé = : À : É CL 
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Calculer f ?, 5, f 4 puis f 2%** où 20xx est l’année en cours. Mêmes questions avecg =[123455785?] 
eth= (25)(1243)(12). 


Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon 


Systèmes linéaires 


Vidéo M partie 1. Introduction aux systèmes d’équations linéaires 
Vidéo M partie 2. Théorie des systèmes linéaires 
Vidéo M partie 3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss 


Fiche d’exercices # Systèmes d’équations linéaires 


1. Introduction aux systèmes d'équations linéaires 


L’algèbre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathématiques, en particulier lorsqu'il 
s’agit de modéliser puis résoudre numériquement des problèmes issus de divers domaines : des sciences 
physiques ou mécaniques, des sciences du vivant, de la chimie, de l’économie, des sciences de l’ingénieur … 
Les systèmes linéaires interviennent à travers leurs applications dans de nombreux contextes, car ils forment 
la base calculatoire de l'algèbre linéaire. Ils permettent également de traiter une bonne partie de la théorie 
de l'algèbre linéaire en dimension finie. C’est pourquoi ce cours commence avec une étude des équations 
linéaires et de leur résolution. 

Le but de ce chapitre est essentiellement pratique : il s’agit de résoudre des systèmes linéaires. La partie 
théorique sera revue et prouvée dans le chapitre « Matrices ». 


1.1. Exemple : deux droites dans le plan 


L’équation d’une droite dans le plan (Oxy) s'écrit 
ax+by=e 


où a, b et e sont des paramètres réels, a et b n'étant pas simultanément nuls. Cette équation s'appelle 
équation linéaire dans les variables (ou inconnues) x et y. 


Par exemple, 2x + 3y = 6 est une équation linéaire, alors que les équations suivantes ne sont pas des 
équations linéaires : 


2x+y?=1 ou y=sin(x) ou x=#ÿ7y. 


Considérons maintenant deux droites D, et D, et cherchons les points qui sont simultanément sur ces deux 
droites. Un point (x, y) est dans l’intersection D, N D, s’il est solution du système : 


ax+by = e 
du. = (5) 


Trois cas se présentent alors : 


1. Les droites D, et D, se coupent en un seul point. Dans ce cas, illustré par la figure de gauche, le système 
(S) a une seule solution. 
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2. Les droites D, et D, sont parallèles. Alors le système (S) n’a pas de solution. La figure du centre illustre 
cette situation. 


3. Les droites D, et D, sont confondues et, dans ce cas, le système (S) a une infinité de solutions. 


4 y 


Nous verrons plus loin que ces trois cas de figure (une seule solution, aucune solution, une infinité de 
solutions) sont les seuls cas qui peuvent se présenter pour n'importe quel système d’équations linéaires. 


1.2. Résolution par substitution 


Pour savoir s’il existe une ou plusieurs solutions à un système linéaire, et les calculer, une première méthode 
est la substitution. Par exemple pour le système : 


3x+2y = ! (S) 
2x—7y — —2 


Nous réécrivons la première ligne 3x + 2y = 1 sous la forme y = 3 — 3x. Et nous remplaçons (nous 


substituons) le y de la seconde équation, par l'expression i — 2x. Nous obtenons un système équivalent : 


— À, 5 
Y = 2-2 
2x—7(3—35x) = —2 
La seconde équation est maintenant une expression qui ne contient que des x, et on peut la résoudre : 
— 13 = 1-3 
RE nn. 
(2+7x3)x = -2+7 x = À 
2 7 2 T + 
Il ne reste plus qu’à remplacer dans la première ligne la valeur de x obtenue : 
_ 8 
X — 35 


Le système (S) admet donc une solution unique (&, à). L'ensemble des solutions est donc 
7=(3) 
r ÆK357 37/1" 
1.3. Exemple : deux plans dans l’espace 


Dans l’espace (Oxyz), une équation linéaire est l'équation d’un plan : 
ax+by+cz=d 


(on suppose ici que a, b et c ne sont pas simultanément nuls). 
l'intersection de deux plans dans l’espace correspond au système suivant à 2 équations et à 3 inconnues : 
ax+by+cz = d 
a’x+b'y+c'z = d’ 
Trois cas se présentent alors : 
. les plans sont parallèles (et distincts) et il n’y a alors aucune solution au système, 
. les plans sont confondus et il y a une infinité de solutions au système, 
. les plans se coupent en une droite et il y a une infinité de solutions. 
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Exemple 1. 
2X+3y—4Zz — 


n’a pas de solution. En effet, en divisant par 2 la seconde équation, 
Ax+6y—83 —= —1 


1. Le système 


2X+3y—43 — 7 : . : 
1 - Les deux lignes sont clairement incompa- 
2x+3y—42 = —; 


tibles : aucun (x, y,z) ne peut vérifier à la fois 2x + 3y — 4z = 7 et 2x +3y — 4z = —3. L'ensemble des 
solutions est donc = G. 

2x+3y—43 = 
Ax+6y—83 — 
donc équivalent à une seule équation : 2x + 3y — 43 = 7. Si on réécrit cette équation sous la forme 


on obtient le système équivalent : 


2. Pour le système , les deux équations définissent le même plan! Le système est 


3 = 3x + SY— 7, alors on peut décrire l’ensemble des solutions sous la forme : % = {(Cx, y, 2x + 2Y— 7) | 
X,yY € R}. 


x +2ÿ 2% = 
3. Soit le système As . Par substitution : 

2x+3y +23 = 
7x +2y—23 =1 z=2x+y—à 
2x+3y+2z=1 2x+3y+2(2x+y—3)=1 

7 1 7 1 17 1 

= SX+yY— > = SX+yV — > = =X — — 
#  . D di “2, 772 re En 10 
9x +5y =2 Y=—ÉX+S =—{ix+£ 


Pour décrire l’ensemble des solutions, on peut choisir x comme paramètre : 


9 2 17 1 
#= {fs X+—, —Xx— Jixer}. 
5 5° 10 10 


Géométriquement : nous avons trouvé une équation paramétrique de la droite définie par l’intersection 


de deux plans. 


Du point de vue du nombre de solutions, nous constatons qu’il n’y a que deux possibilités, à savoir aucune 
solution ou une infinité de solutions. Mais les deux derniers cas ci-dessus sont néanmoins très différents 
géométriquement et il semblerait que dans le second cas (plans confondus), l’infinité de solutions soit 
plus grande que dans le troisième cas. Les chapitres suivants nous permettront de rendre rigoureuse cette 
impression. 

Si on considère trois plans dans l’espace, une autre possibilité apparaît : il se peut que les trois plans 
s'intersectent en un seul point. 


1.4. Résolution par la méthode de Cramer 


On note | a b | = ad — bc le déterminant. On considère le cas d’un système de 2 équations à 2 inconnues : 


ax+by = e 


cx+dy = f 
Si ad — bc 0, on trouve une unique solution dont les coordonnées (x, y) sont : 
e D a e 
f d c f 
la 4 la b 
c d c d 


Notez que le dénominateur égale le déterminant pour les deux coordonnées et est donc non nul. Pour le 
numérateur de la première coordonnée x, on remplace la première colonne par le second membre; pour la 
seconde coordonnée y, on remplace la seconde colonne par le second membre. 
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Exemple 2. 
; ; tx—2y — , s 
Résolvons le système suivant la valeur du paramètre t ER. 
3x +ty 
Le déterminant associé au système est É F4 = t?+6 et ne s’annule jamais. Il existe donc une unique 


solution (x, y) et elle vérifie : 


a: t+2 
LL — =— ; = ——— = ——, 
t2+6 t2+6 Y t2+6 t2+6 


Pour chaque t, l’ensemble des solutions est % = {( Se, + )}. 


1.5. Résolution par inversion de matrice 


En termes matriciels, le système linéaire 


ax +by 
cx+dy = 


= où Al 0) x) Gi 
= où Ve co no. th 


Si le déterminant de la matrice A est non nul, c’est-à-dire si ad — bc ZÆ 0, alors la matrice À est inversible et 


A1 = 1 d —b 
ad—-bc\-c a 


et l'unique solution X = (#1 du système est donnée par 


HO ® 


est équivalent à 


RAT 
Exemple 3. 
; x XEY — 1 : à 
Résolvons le système 2 suivant la valeur du paramètre t ER. 
x+ty = t 
Le déterminant du système est | : 2 | =t?2—1. 


Premier cas. t £ +1 et t # —1. Alors t? —1 # 0. La matrice A = (: ;) est inversible d’inverse A! = 
(4 1). Et la solution X = (5) est 


BI 
2 2 t 

= 1 POLE Emo | 
t2—1(—1 1/(r) e2-1(t-1 a. 


Pour chaque t # +1, l’ensemble des solutions est = { (& x) F 


: : Le X + 1  . _—— 
Deuxième cas. t = +1. Le système s'écrit alors : A / 1 et les deux équations sont identiques. Il y 
XEY = 
a une infinité de solutions : 3 = {Cx, 1-x)|xe R}. 
is $ — X+y ; : : 
Troisième cas. t — —1. Le système s'écrit alors : : 1° les deux équations sont clairement 
XHEY = — 


incompatibles et donc S = G. 


Mini-exercices. 
x—2y 


et résoudre le système linéaire de trois façons 
—X+3y = 3 


1. Tracer les droites d'équations 


—. —— | | : 2X—y = 4 
différentes : substitution, méthode de Cramer, inverse d’une matrice. Idem avec Y 
3x +3y = —5 
. à 4x—3y = t 
2. Résoudre suivant la valeur du paramètre t ER: 9 4 à 
X—Y = 
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: : ; : tX— y 
3. Discuter et résoudre suivant la valeur du paramètre t ER: . Idem avec 
x+(t—2)y = —1 
(t—1)x+y = 1 
2x+ty = —1 

2. Théorie des systèmes linéaires 
2.1. Définitions 

Définition 1. 

On appelle équation linéaire dans les variables (ou inconnues) x:,...,x, toute relation de la forme 

dixit" +aXx, = b, (1) 

OÙ dj,..., ü, êt b sont des nombres réels donnés. 

Remarque. 


. Il importe d’insister ici sur le fait que ces équations linéaires sont implicites, c’est-à-dire qu’elles décrivent 
des relations entre les variables, mais ne donnent pas directement les valeurs que peuvent prendre les 
variables. 

* Résoudre une équation signifie donc la rendre explicite, c’est-à-dire rendre plus apparentes les valeurs 
que les variables peuvent prendre. 

+ On peut aussi considérer des équations linéaires de nombres rationnels ou de nombres complexes. 


Soit n > l un entier. 
Définition 2. 


Un système de n équations linéaires à p inconnues est une liste de n équations linéaires. 


On écrit usuellement de tels systèmes en n lignes placées les unes sous les autres. 


Exemple 4. 
Le système suivant a 2 équations et 3 inconnues : 
X —— 3X) + X3 = 1] 
—2X; + 4X2 —= 3x3 = 9 


La forme générale d’un système linéaire de n équations à p inconnues est la suivante : 


diXi +A2X2 +disXs + ** +AX) = D (<— équation 1) 
dniX1 +22X2 +Qo3X3 + + +G@2X) = bo (<— équation 2) 
= b; (<— équation i) 


di1X] +dj2X2 +d;i3X3 AE MES +dipXh 


dniXi +An2X2 +GnsXs + + +amX) = D, (— équation n) 
Les nombres &ji=l,...,n,j=1,...,p,sont les coefficients du système. Ce sont des données. Les nombres 
b;,i=1,...,n, constituent le second membre du système et sont également des données. 


Il convient de bien observer comment on a rangé le système en lignes (une ligne par équation) numérotées 
de 1 à n par l'indice i, et en colonnes : les termes correspondant à une même inconnue x; sont alignés 
verticalement les uns sous les autres. L'indice j varie de 1 à p. Il y a donc p colonnes à gauche des signes 


d'égalité, plus une colonne supplémentaire à droite pour le second membre. La notation avec double indice 
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a;; correspond à ce rangement : le premier indice (ici i) est le numéro de ligne et le second indice (ici j) est 
le numéro de colonne. Il est extrêmement important de toujours respecter cette convention. 
Dans l'exemple 4, on a n = 2 (nombre d'équations = nombre de lignes), p = 3 (nombre d’inconnues — 


nombre de colonnes à gauche du signe =) et a, = 1, a32 = —3, a33 = 1, G2y = —2, Go = 4, QGo3 = —3, 
b; =let bo = 9, 

Définition 3. 

Une solution du système linéaire est une liste de p nombres réels (s:,52,...,s,) (un p-uplet) tels que si 


l’on substitue s, pour x, s, pour x», etc., dans le système linéaire, on obtient une égalité. L'ensemble 
des solutions du système est l’ensemble de tous ces p-uplets. 


Exemple 5. 
Le système 


X — 3X) + X3 = 1 
—2X] + 4X) — 3X3 
admet comme solution (—18,—6, 1), c’est-à-dire 
X1 = —18, X9 = —6, X3 = 1. 
Par contre, (7,2,0) ne satisfait que la première équation. Ce n’est donc pas une solution du système. 


En règle générale, on s'attache à déterminer l’ensemble des solutions d’un système linéaire. C’est ce que l’on 
appelle résoudre le système linéaire. Ceci amène à poser la définition suivante. 


Définition 4. 


On dit que deux systèmes linéaires sont équivalents s'ils ont le même ensemble de solutions. 


À partir de là, le jeu pour résoudre un système linéaire donné consistera à le transformer en un système 
équivalent dont la résolution sera plus simple que celle du système de départ. Nous verrons plus loin 
comment procéder de façon systématique pour arriver à ce but. 


2.2. Différents types de systèmes 


Voici un résultat théorique important pour les systèmes linéaires. 


Théorème 1. 
Un système d'équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité de solutions. 


En particulier, si vous trouvez 2 solutions différentes à un système linéaire, alors c’est que vous pouvez en 
trouver une infinité ! Un système linéaire qui n’a aucune solution est dit incompatible. La preuve de ce 
théorème sera vue dans un chapitre ultérieur («Matrices »). 


2.3. Systèmes homogènes 


Un cas particulier important est celui des systèmes homogènes, pour lesquels b; = b3 = -:: = b, = 0, 


c’est-à-dire dont le second membre est nul. De tels systèmes sont toujours compatibles car ils admettent 
toujours la solution $, = 52 =-:-:=—5, — 0. Cette solution est appelée solution triviale. Géométriquement, 


dans le cas 2 x 2, un système homogène correspond à deux droites qui passent par l’origine, (0,0) étant 
donc toujours solution. 
Mini-exercices. 
1. Écrire un système linéaire de 4 équations et 3 inconnues qui n’a aucune solution. Idem avec une 
infinité de solution. Idem avec une solution unique. 


2. Résoudre le système à n équations et n inconnues dont les équations sont (L;) : x; —x;,, = 1 pour 
i=1,...,n—-1let(l,):x,=1. 
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3. Résoudre les systèmes suivants : 


X +X)2 
X] +2%X9 +3x3 +4x4 = 0 X] +2%X9 +3X3 = 1 _ p _ 
X9 +2X3 +3X4 = 9 X] +X)2 +X3 — . ° Fe 
x X4a = 
X3 +2X4 = 0 X] —X2 +X3 = 3 : . 
X +2%X9 +2X3 +X4 — 
4. Montrer que si un système linéaire homogène a une solution (x:,...,x,) Z(0,...,0), alors il admet 


une infinité de solutions. 


3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss 


3.1. Systèmes échelonnés 


Définition 5. 
Un système est échelonné si : 

* le nombre de coefficients nuls commençant une ligne croît strictement ligne après ligne. 
Il est échelonné réduit si en plus : 

* le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1; 

. et c’est le seul élément non nul de sa colonne. 


Exemple 6. 
2X1 +3X2 +2X3 —X4 = 5 
. —X2 —2X3 — 4 est échelonné (mais pas réduit). 
3X4 — 1 
2X1 +3X2 +2X3 —X4 = 5 
. —2X3 — 4 n’est pas échelonné (la dernière ligne commence avec la même 
X3  +X4 — 1 


variable que la ligne au-dessus). 


Il se trouve que les systèmes linéaires sous une forme échelonnée réduite sont particulièrement simples à 


résoudre. 
Exemple 7. 
Le système linéaire suivant à 3 équations et 4 inconnues est échelonné et réduit. 
X: +2X3 = 25 
X2 —2X3 = 16 
Xa = ! 
Ce système se résout trivialement en 
X, —= 25—2%x3 
X2 = 16+2%x; 
X4 = 1. 


En d’autres termes, pour toute valeur de x; réelle, les valeurs de x,, x, et x, calculées ci-dessus fournissent 
une solution du système, et on les a ainsi toutes obtenues. On peut donc décrire entièrement l’ensemble des 
solutions : 

SF ={(25—2x3,16+2x3,x3, 1) | x3 ER}. 
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3.2. Opérations sur les équations d’un système 


Nous allons utiliser trois opérations élémentaires sur les équations (c’est-à-dire sur les lignes) qui sont : 

1. Li AL; avec À £ 0 : on peut multiplier une équation par un réel non nul. 

2. Li+ L;i+AL; avec À ER (et j À i) : on peut ajouter à l'équation L; un multiple d’une autre équation L;. 
3. Li L; : on peut échanger deux équations. 


Ces trois opérations élémentaires ne changent pas les solutions d’un système linéaire ; autrement dit ces 
opérations transforment un système linéaire en un système linéaire équivalent. 


Exemple 8. 

Utilisons ces opérations élémentaires pour résoudre le système suivant. 
X +y +72 = —1 (L1) 
2X —y +53 = —5 (Lo) 
—X —3y —9z3 = —5 (L3) 


Commençons par l'opération L, < L, — 21; : on soustrait à la deuxième équation deux fois la première 
équation. On obtient un système équivalent avec une nouvelle deuxième ligne (plus simple) : 


X  +y +72 — —1 
—3y —9z = —3 Loe-Lo—2L: 
—X —3y —923 = —5 
Puis L3< L3+Li: 
X +y +72 —1 
—3y —93 = —3 
—2y —23 = —6 L3e-LatLi 
On continue pour faire apparaître un coefficient 1 en tête de la deuxième ligne; pour cela on divise la ligne 
L, par —3 : 
X +y +72 — —1 
Y +33 = 1 1:+-il 
—2y —23 = —6 
On continue ainsi 
X +y +72 — —1 X +y +72 — —1 
Y +33 = I Y +33 = I! 
43 — —4  L;-Li+2l, 3 — —1 1;-il 
X +y +73 = —1 X +y = 6  LiLi-7Ls 
y = À Ly-li-3ls y = À 
g — —1l z = —1l 
On aboutit à un système réduit et échelonné : 
x = 2 Li-Li—Lo 
y — 4 
3 — —1 
On obtient ainsi x = 2, y = 4 et z = —1 et l’unique solution du système est (2,4, —1). 


La méthode utilisée pour cet exemple est reprise et généralisée dans le paragraphe suivant. 
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3.3. Méthode du pivot de Gauss 


La méthode du pivot de Gauss permet de trouver les solutions de n’importe quel système linéaire. Nous 
allons décrire cet algorithme sur un exemple. Il s’agit d’une description précise d’une suite d'opérations à 
effectuer, qui dépendent de la situation et d’un ordre précis. Ce processus aboutit toujours (et en plus assez 
rapidement) à un système échelonné puis réduit, qui conduit immédiatement aux solutions du système. 
Partie A. Passage à une forme échelonnée. 

Soit le système suivant à résoudre : 


—X2 +2X3 +13x4 — 5 
X] —2X) +3X3 +17X4 — 4 
—X] +3X) —3X3 —20xX4 = —] 


Pour appliquer la méthode du pivot de Gauss, il faut d’abord que le premier coefficient de la première ligne 
soit non nul. Comme ce n’est pas le cas ici, on échange les deux premières lignes par l'opération élémentaire 


Le L,: 
X1 —2X2 +3Xx3 +17x4 — 4 Li L) 
—X2 +2X3 +13x4 = 5 
—X1 +3X2 —3Xx3 —20x4, —= —1 


Nous avons déjà un coefficient 1 devant le x, de la première ligne. On dit que nous avons un pivot en 
position (1, 1) (première ligne, première colonne). Ce pivot sert de base pour éliminer tous les autres termes 
sur la même colonne. 

Il n’y a pas de terme x, sur le deuxième ligne. Faisons disparaître le terme x, de la troisième ligne ; pour 
cela on fait l'opération élémentaire L; < L; + Li: 


X] —2X) +3X3 +17X4 4 
—X)2 +2X3 +13xX4 = 5 
X9 —3X4 —= 3 Lie-LitLi 


On change le signe de la seconde ligne (L;, — —L;) pour faire apparaître 1 au coefficient du pivot (2,2) 
(deuxième ligne, deuxième colonne) : 


X —2X) +3X3 +17X4 4 
X9  —2X3 —13X4 = —5 Le —L) 
X2 —3X4 —= 3 


On fait disparaître le terme x, de la troisième ligne, puis on fait apparaître un coefficient 1 pour le pivot de 
la position (3,3) : 


X] —2X) +3X3 +17x4 —= 4 
X2  —2X3 —13X4 = —5 
2X3 +10xX4 — 8 La-La—Lo 
X] —2X2 +3X3 +17x4 —= 4 
X2  —2X3 —13X4 —= —5 
X3 +5X4 = 4 LL 


Le système est maintenant sous forme échelonnée. 


Partie B. Passage à une forme réduite. 
Il reste à le mettre sous la forme échelonnée réduite. Pour cela, on ajoute à une ligne des multiples adéquats 
des lignes situées au-dessous d’elle, en allant du bas à droite vers le haut à gauche. 
On fait apparaître des O0 sur la troisième colonne en utilisant le pivot de la troisième ligne : 
X] —2X) +3X3 +17x4 —= 4 
Xo —3X4 —= 3 Loe-Lit+2Ls 
X3 +5X4 — 4 
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X1] —2X9 2X4 — —8 Li-Li-3L3 
X9 —3X4 — 3 
X3 +5X4 — 4 
On fait apparaître des O0 sur la deuxième colonne (en utilisant le pivot de la deuxième ligne) : 
X. —4X4 — —2 Li<-Li+2L 
X9 —3X4 — 3 
X3 +5X4 — 4 


Le système est sous forme échelonnée réduite. 


Partie C. Solutions. Le système est maintenant très simple à résoudre. En choisissant x, comme variable 
libre, on peut exprimer x1,x2,x, en fonction de x, : 


X1 = 4X4 — 2, X2 = 3X4 +3, X3 = —5X4 + 4. 
Ce qui permet d'obtenir toutes les solutions du système : 


SP = {(4x4 —2, 3X4 + 3,—5X4 + 4, X4) | X4€ R}. 


3.4. Systèmes homogènes 


Le fait que l’on puisse toujours se ramener à un système échelonné réduit implique le résultat suivant : 


Théorème 2. 
Tout système homogène d’équations linéaires dont le nombre d’inconnues est strictement plus grand que le 
nombre d'équations a une infinité de solutions. 


Exemple 9. 
Considérons le système homogène 
3X1 + 3x2 — 2x3 —  X$ 0 
—X1 — X92 + X3 + 3X4 + X5 —= 0 
2X1 + 2X9 — X3 + 2X4 + 2Xxs — 0 
X3 + 8X4 + 4X5 0. 
Sa forme échelonnée réduite est 
X] + X9 + 13Xs 0 
X3 + 20x5 —= 0 
X4 — 2X5 — 0 
On pose comme variables libres x, et x; pour avoir 
X1 = —X2 — 13X5, X3 = —20X5, X4 = 2X5, 


et l’ensemble des solutions : 
P = {(—x2 = 13x;, X2; —20x%;, 2X5, X5) | X2, X5 € R} 
qui est bien infini. 
Mini-exercices. 
1. Écrire un système linéaire à 4 équations et 5 inconnues qui soit échelonné mais pas réduit. Idem avec 
échelonné, non réduit, dont tous les coefficients sont 0 ou +1. Idem avec échelonné et réduit. 
2X: —X2 +X4 — 1 
X9 +X3 —2X4 — 
2X3 +X4 — 4 
X4 — —2 


2. Résoudre les systèmes  échelonnés suivants 
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X] +X)2 +X4 = 0 
X2 +X3 = 0 
2X3 +X4 — 0 
X]7 +2X) +X4 = 0 
2X3 —3X4 = 0 


3. Si l’on passe d’un système (S) par une des trois opérations élémentaires à un système (S’), alors quelle 
opération permet de passer de (S”) à (S)? 


4. Résoudre les systèmes linéaires suivants par la méthode du pivot de Gauss : 


2X + y + 3 — 3 

X — y + 3z — 8 

X + 2Y — z — —3 
2X1 + 4X2 — 6x3 — 2x4, = 2 
3X1 + 6X2 — 7x3 + 4X4 — 2 
5X1 + 10x2 — 11Xx3 + 6x4 = 3 


5. Résoudre le système suivant, selon les valeurs de a,b ER: 


X +y —Zg = a 
—X +23 — b 
2y +23 = 4 
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6. 


Matrices 


Définition 

Multiplication de matrices 

Inverse d’une matrice : définition 

Inverse d’une matrice : calcul 

Inverse d’une matrice : systèmes linéaires et matrices élémentaires 


Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symétriques 


exercices Calculs sur les matrices 


Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problèmes d’algèbre 


linéaire se ramène à des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour la résolution des 


systèmes linéaires. 


Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser à Q, R ou C. 


1. Définition 


1.1. Définition 


Définition 1. 
+ Une matrice A est un tableau rectangulaire d'éléments de K. 


. Elle est dite de faille n x p si le tableau possède n lignes et p colonnes. 


* Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A. 


* Le coefficient situé à la i-ème ligne et à la j-ème colonne est noté a; ; 


LJ° 


Un tel tableau est représenté de la manière suivante : 


Exemple 1. 


di, d1,2 ss dj éd dip 
d1 d2,2 ss dj PCR d2,p 

où A=(œjjisien où (a) 
di di 2 se dij se dip 1<j<p 


nl dn,2 ce An,j ai np 


1 25 
A = 
Ée 3 ) 


est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a; 1 — 1 et a)3 = 7. 
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Encore quelques définitions : 
Définition 2. 
* Deux matrices sont égales lorsqu'elles ont la même taille et que les coefficients correspondants sont 
égaux. 
+ L'ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K est noté M, ,(K). Les éléments 
de M; (R) sont appelés matrices réelles. 


1.2. Matrices particulières 


Voici quelques types de matrices intéressantes : 
+ Sin = p (même nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée. On note M,(K) 
au lieu de M, ,(K). 


di d1,2 ss din 
2,1 d2,2 sus din 
dn,1 dn,2 secs dun 
Les éléments a: 1, @22,..., 4, forment la diagonale principale de la matrice. 


. Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne. On la note 


A= (a11 di,2 Bat e Gp): 


+ De même, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou vecteur 
colonne. On la note 

dj,1 

d2,1 


Qn,1 
. La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice nulle et est 
notée 0, , ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le rôle du nombre 0 pour 
les réels. 


1.3. Addition de matrices 


Définition 3 (Somme de deux matrices). 
Soient À et B deux matrices ayant la même taille n x p. Leur somme C = A+B est la matrice de taille 
n x p définie par 

Cij —= di; + bis, 


En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indifféremment a;; où a;,; 
pour les coefficients de la matrice À. 


| _f3 —2 -fQ 5 +3 
Si af 7) et 8-( 5) alors a+m=[i A) 


—2 
Par contre si B'— ( ) alors A+B’ n’est pas définie. 


Exemple 2. 
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Définition 4 (Produit d’une matrice par un scalaire). 
Le produit d’une matrice À = (a; i) de M; (K) par un scalaire a € K est la matrice (aa; ;) formée en 
multipliant chaque coefficient de À par à. Elle est notée a - A (ou simplement A). 


Exemple 3. 


1 2 
Si A= et a=2 alors aA = 2 46 . 
0 1 O0 0 2 0 


La matrice (—1)A est l’opposée de À et est notée —A. La différence A—B est définie par A+ (—B). 
Exemple 4. 


2 —1 —1 2 EE 
Si A=— . et B=— . alors A—B= - : 
4 —5 2 2 5 3 3 O0 —1 
L'addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises : 


Proposition 1. 
Soient À, B et C trois matrices appartenant à M, ,(K). Soient a € K et B € K deux scalaires. 


1. A+B =B +A: la somme est commutative, 

2. A+(B+C)=(A+B)+C : la somme est associative, 

3. A+0 =A : la matrice nulle est l’élément neutre de l’addition, 
4. (a+ B)A = aA+ BA, 

5. a(A+B) = aA+aB. 


Démonstration. Prouvons par exemple le quatrième point. Le terme général de (a+ B)A est égal à (a+Bja;;. 
D’après les règles de calcul dans K, (a + Ba;; est égal à aa;; + Ba;; qui est le terme général de la matrice 
aA + BA. 


Mini-exercices. 


-7 2 123 21 —6 101 1 2 
1. Soient À = ( 0 à), B = (2 3 1), C = ( 0 3 ), D = 2(0 10), E = (= 0 ). Calculer toutes les sommes 
; 1 —4 321 —3 12 111 —8 6 ; | 
possibles de deux de ces matrices. Calculer 34+2C et 5B —4D. Trouver a tel que A— aC soit la matrice 


nulle. 
2. Montrer que si A+B = A, alors B est la matrice nulle. 


3. Que vaut 0 - A? et 1 - A? Justifier l'affirmation : a(BA) = (af)A. Idem avec nA=A+A+:..+A(n 
occurrences de À). 


2. Multiplication de matrices 


2.1. Définition du produit 


Le produit AB de deux matrices À et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de À est égal au 
nombre de lignes de B. 


Définition 5 (Produit de deux matrices). 
Soient À — (a;;) une matrice n x p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C — AB est une matrice 
n x q dont les coefficients c;; sont définis par : 
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On peut écrire le coefficient de façon plus développée, à savoir : 


Cij — di; + job); ++ &ikbr; ++ db 


Il est commode de disposer les calculs de la façon suivante. 


— — XX XX XX X 


Avec cette disposition, on considère d’abord la ligne de la matrice À située à gauche du coefficient que l’on 
veut calculer (ligne représentée par des x dans À) et aussi la colonne de la matrice B située au-dessus du 
coefficient que l’on veut calculer (colonne représentée par des x dans B). On calcule le produit du premier 
coefficient de la ligne par le premier coefficient de la colonne (a; x b;), que l’on ajoute au produit du 
deuxième coefficient de la ligne par le deuxième coefficient de la colonne (a;, x b;;), que l’on ajoute au 
produit du troisième... 


2.2. Exemples 


Exemple 5. 
1 2 
1, 4 $ 
af à 1) B=|1 1 
l À 


On dispose d’abord le produit correctement (à gauche) : la matrice obtenue est de taille 2 x 2. Puis on 
calcule chacun des coefficients, en commençant par le premier coefficient c,, = 1x1 +2x(—1) +3x1=2 
(au milieu), puis les autres (à droite). 


1 2 L 2 1 
—1 1 —1 1 —1 1 
1 1 1 1 1 1 


1 2 3 C11 C12 1 2 3 2 C12 1 2 3 2 7 
2 3 4 C21 C22 2 3 4 C2o1 C22 2 3 4 3 11 
Un exemple intéressant est le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne : 


u=(a As. *** an) V — 


Alors u x v est une matrice de taille 1 x 1 dont l’unique coefficient est ab, +a2b, +-::+a,b,. Ce nombre 
s'appelle le produit scalaire des vecteurs u et v. 
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Calculer le coefficient c;; dans le produit À x B revient donc à calculer le produit scalaire des vecteurs formés 
par la i-ème ligne de À et la j-ème colonne de B. 


2.3. Pièges à éviter 


Premier piège. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général. 
En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais pas de la 
même taille. Mais même dans le cas où AB et BA sont définis et de la même taille, on a en général AB #£ BA. 


Exemple 6. 


5 1})\f2 0) f14 3 | 2 0)f5s 1 | -f10: 2 
3 —2/(4 3) (2 — Fo a: 8/13 3/7 {508 2) 
Deuxième piège. AB = 0 n’implique pas À = 0 ou B = 0. 


Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir À £ 0 
et B Z 0 mais AB = 0O. 


Exemple 7. 


(2) 62 « #5) 


Troisième piège. AB = AC n'implique pas B = C. On peut avoir AB = AC etB £C. 
Exemple 8. 


2.4. Propriétés du produit de matrices 


Malgré les difficultés soulevées au-dessus, le produit vérifie les propriétés suivantes : 
Proposition 2. 
1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit, 
2. AB+C)=AB+AC et (B+C)A=BA+CA: distributivité du produit par rapport à la somme, 
3. A:0=0 et O-A—=0. 


Démonstration. Posons À — (a;;) € M, ,(K), B = (b;;) € M, 4(K) et C = (c;;) € M, -(K). Prouvons que 
A(BC)= (AB)C en montrant que les matrices A(BC) et (AB)C ont les mêmes coefficients. 
P 


Le terme d'indice (i,k) de la matrice AB est x;, = DX7 byK. Le terme d’indice (i, j) de la matrice (AB)C est 


{=1 
donc 
q ga f_p 
Ducs D( D auba Je 
k=1 k=1 \{=1 
q 
Le terme d'indice (£, j) de la matrice BC est yy; — D arcs Le terme d'indice (i, j) de la matrice A(BC) est 
k=1 
donc 
P q 
DX7 D bacs) 
ê=1 k=1 
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Comme dans K la multiplication est distributive et associative, les coefficients de (AB)C et A(BC) coïncident. 


Les autres démonstrations se font comme celle de l’associativité. 


2.5. La matrice identité 


La matrice carrée suivante s'appelle la matrice identité : 


1 O ..… O0 

0 1 .. 0 
La = 

0 O0 ... 1 


Ses éléments diagonaux sont égaux à 1 et tous ses autres éléments sont égaux à 0. Elle se note 1, ou 
simplement 1. Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rôle analogue à celui du nombre 1 pour 
les réels. C’est l'élément neutre pour la multiplication. En d’autres termes : 


Proposition 3. 
Si A est une matrice n x p, alors 


Démonstration. Nous allons détailler la preuve. Soit À € M, ,(K) de terme général a;;. La matrice unité 
d'ordre p est telle que tous les éléments de la diagonale principale sont égaux à 1, les autres étant tous nuls. 
On peut formaliser cela en introduisant le symbole de Kronecker. Si i et j sont deux entiers, on appelle 


symbole de Kronecker, et on note 6; ;, le réel qui vaut 0 si i est différent de j, et 1 si i est égal à j. Donc 


0 si ii 
+ A1 S = 


>} 


Alors le terme général de la matrice identité I, est 6; ; avec i et j entiers, compris entre 1 et p. 


La matrice produit AI, est une matrice appartenant à M, ,(K) dont le terme général c;; est donné par la 
P 


formule c;; — D aikÔg;. Dans cette somme, i et j sont fixés et k prend toutes les valeurs comprises entre 1 
k=1 


et p.Sik£ j alors 64; = 0, et si k — j alors 64; — 1. Donc dans la somme qui définit c;;, tous les termes 


j> 
correspondant à des valeurs de k différentes de j sont nuls et il reste donc c;; — a;;6;; — a;;1 — a;;. Donc 
les matrices AI, et A ont le même terme général et sont donc égales. L'égalité 1,A = A se démontre de la 


même façon. 


2.6. Puissance d’une matrice 


Dans l’ensemble M,(K) des matrices carrées de taille n x n à coefficients dans K, la multiplication des 
matrices est une opération interne : si A,B € M,(K) alors AB € M, (K). 
En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-même : on note 4? = A x A, A —=AxA x A. 
On peut ainsi définir les puissances successives d’une matrice : 
Définition 6. 
Pour tout À € M, (K), on définit les puissances successives de À par A° = 1, et A*1 = 4 x A pour tout 
p EN. Autrement dit, À =AxAx::.x A, 


p facteurs 
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Exemple 9. 
1 O 1! 
On cherche à calculer A avec A= | O —1 O0 |. On calcule A4?, A5 et Af et on obtient : 
0 O0 2 
1 0 3 + «0 7 1 O 15 
#=|0 1 0 A=AXxA=|0 —1 0 A=AÆxA=|0 1 0 
0 0 4 0 0 8 0 O 16 
1 (0 2P—1 
L'observation de ces premières puissances permet de penser que la formule est : À = | 0 (—1}? 0 
(0) (0) 2P 


Démontrons ce résultat par récurrence. 
Il est vrai pour p = 0 (on trouve l'identité). On le suppose vrai pour un entier p et on va le démontrer pour 
p +1. On a, d’après la définition, 


1 O  2P—] 1 O0 1 1 0 RES | 
#*1=#xA=|O (—1ÿ O0 |x|[o —-1 0[—-{[0 (—-1}*! 0 
0 oO 2P 0 O0 2 () () pri 


Donc la propriété est démontrée. 


2.7. Formule du binôme 


Comme la multiplication n’est pas commutative, les identités binomiales usuelles sont fausses. En particulier, 
(A+ B)? ne vaut en général pas 4? + 2AB + B?, mais on sait seulement que 
(A+B) = A? +AB + BA+B?. 


Proposition 4 (Calcul de (A+ B}? lorsque AB = BA). 
Soient A et B deux éléments de M,(K) qui commutent, c’est-à-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout entier 


(A+B} = S (Parts 


k=0 


p > 0, on a la formule 


où (2) désigne le coefficient du binôme. 


La démonstration est similaire à celle de la formule du binôme pour (a + b}?, avec a,b ER. 


Exemple 10. 
1 1 1 1 0 1 1 1 
| 1 2 1 0 O0 2 1 . - réree 
Soit À = . On pose N =A—I— . La matrice N est nilpotente (c’est-à-dire il 
0 1 3 0 0 0 3 
0 O0 O0 1 0 O0 0 0 
existe k € N tel que N* = 0) comme le montrent les calculs suivants : 
0 0 2 4 0 0 0 6 
0 0 0 6 0 0 0 0 
N°— = et Nf—0. 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


Comme on aA=1+N et les matrices N et I commutent (la matrice identité commute avec toutes les 
matrices), on peut appliquer la formule du binôme de Newton. On utilise que 1* = I pour tout k et surtout 
que NF = 0 sik > 4. On obtient 


p 3 
AP = > (P jure = D. (P}n* =1+pN+ ED 2 . PE-DE-2 y, 
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D'où 
1 p p° p(p-p+1) 
Ab O0 1 2p  p(3p—2) 
0 O0 1 3p 
0 O0 1 
Mini-exercices. 
1. Soient À — (22 ro) B = CE 8) C— (52), D = ( 3 ), E = (x y z). Quels produits sont 


possibles ? Les calculer! 


3. Soient À — ( 
(A+B}. 


3. Inverse d’une matrice : définition 


3.1. Définition 


Définition 7 (Matrice inverse). 
Soit À une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice carrée B de taille n x n telle que 


AB=I et  BA=I, 


on dit que A est inversible. On appelle B l'inverse de A et on la note A". 


On verra plus tard qu’il suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA= I. 


* Plus généralement, quand À est inversible, pour tout p € N, on note : 
Are Par hat 
——, — 
p facteurs 


. L'ensemble des matrices inversibles de M,(K) est noté GL,(K). 


3.2. Exemples 


Exemple 11. 
Soit À = e 2). Étudier si À est inversible, c’est étudier l’existence d’une matrice B = le 2) à coefficients 
dans K, telle que AB = I et BA= I. Or AB = I équivaut à : 


rest 2 a b\_f1 0\ _,fa+2c b+2d\_f1 0 
: 0 3/\c d}) \o 1 3c 3d } \o 1 


Cette égalité équivaut au système : 


a+2c=l 
b+2d =0 
3c=0 
3d =1 
Sa résolution est immédiate : a = 1, b = —À, c=0, d = 3. Il n’y a donc qu’une seule matrice possible, à 


; 1-2 : : ; LE pe ue 
savoir B = ( à d ) Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi montrer l'égalité BA = I, dont la vérification 
3 


1 —2 
est laissée au lecteur. La matrice À est donc inversible et A7! — C ‘) 
3 
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Exemple 12. 


a D 
La matrice À = (3 a) n’est pas inversible. En effet, soit B = ( : une matrice quelconque. Alors le produit 
c 


a b\f3 0 3a+5b 0 
BA= = 
c d/J\5 0 3c+5d 0 
ne peut jamais être égal à la matrice identité. 


Exemple 13. 
. Soit 1, la matrice carrée identité de taille n x n. C’est une matrice inversible, et son inverse est elle-même 
par l'égalité 1,1, = 1,. 
. La matrice nulle O, de taille n x n n’est pas inversible. En effet on sait que, pour toute matrice B de 
M,(K), on a BO, = 0,, qui ne peut jamais être la matrice identité. 


3.3. Propriétés 
Unicité 


Proposition 5. 
Si A est inversible, alors son inverse est unique. 


Démonstration. La méthode classique pour mener à bien une telle démonstration est de supposer l'existence 
de deux matrices B, et B, satisfaisant aux conditions imposées et de démontrer que B; = B:. 

Soient donc B; telle que AB; = BA = I, et B, telle que AB; = B,A = 1,. Calculons B,(AB;). D’une part, 
comme AB, = I,, on a B,(AB,) = B;. D'autre part, comme le produit des matrices est associatif, on a 
Bo(AB,) =(B>A)B; =1,B1 = B1. Donc B; = Bo. 


Inverse de l’inverse 


Proposition 6. 
Soit À une matrice inversible. Alors A? est aussi inversible et on a : 


Inverse d’un produit 


Proposition 7. 
Soient À et B deux matrices inversibles de même taille. Alors AB est inversible et 


(AB) ! = B-1A 1 


Il faut bien faire attention à l’inversion de l’ordre! 


Démonstration. Il suffit de montrer (B-!A-!)(AB) = I et (AB)(B A !) — I. Cela suit de 
(B-!A-D(AB)=B (A lA)B=B tIB=B \B=I, 
et (ABB A )=A(BB JA = AIA T= AA =), 


De façon analogue, on montre que si A,,...,A,, sont inversibles, alors 


(4142 -An) = A AT Al 
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Simplification par une matrice inversible 


Si C est une matrice quelconque de M,(K), nous avons vu que la relation AC = BC où À et B sont des 
éléments de M,(K) n’entraîne pas forcément l'égalité À = B. En revanche, si C est une matrice inversible, 
on a la proposition suivante : 


Proposition 8. 
Soient À et B deux matrices de M,(K) et C une matrice inversible de M,(K). Alors l'égalité AC = BC implique 
l'égalité À = B. 


Démonstration. Ce résultat est immédiat : si on multiplie à droite l'égalité AC = BC par C7}, on obtient 
l'égalité : (AC)C_! = (BC)C !. En utilisant l’associativité du produit des matrices on a ACC!) = B(CC!), 
ce qui donne d’après la définition de l’inverse AI = BI, d’où A = B. 


Mini-exercices. 
1. Soient À = (S +) et B = (£ ne Calculer A"!,B-! , (AB) !, (BA) !, A2. 


100 
2. Calculer l'inverse de (0 2 0 L 
103 


3. Soit À — ee F 6). Calculer 2A— A2. Sans calculs, en déduire A7. 


4. Inverse d’une matrice : calcul 


Nous allons voir une méthode pour calculer l'inverse d’une matrice quelconque de manière efficace. Cette 
méthode est une reformulation de la méthode du pivot de Gauss pour les systèmes linéaires. Auparavant, 
nous commençons par une formule directe dans le cas simple des matrices 2 x 2. 


4.1. Matrices 2 x 2 


Eté . a b 
Considérons la matrice 2 x 2 : A= ( . : 
c 


Proposition 9. 
Si ad — bc Æ 0, alors A est inversible et 


Démonstration. On vérifie que si B= (4 -b) alors AB = (19). Idem pour BA. 


—C «a 


4.2. Méthode de Gauss pour inverser les matrices 


La méthode pour inverser une matrice À consiste à faire des opérations élémentaires sur les lignes de la 
matrice À jusqu’à la transformer en la matrice identité I. On fait simultanément les mêmes opérations 
élémentaires en partant de la matrice 1. On aboutit alors à une matrice qui est A". La preuve sera vue dans 
la section suivante. 


En pratique, on fait les deux opérations en même temps en adoptant la disposition suivante : à côté de la 
matrice À que l’on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour former un tableau (A | I). Sur les lignes 
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de cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’à obtenir le tableau (I | B). Et 
alors B = A". 


Ces opérations élémentaires sur les lignes sont : 
1. Li; AL; avec À £ 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K \ {0}). 
2. L;+ L;+AL; avec 2E€K (et j Zi) : on peut ajouter à la ligne L; un multiple d’une autre ligne L. 


3. Li L; : on peut échanger deux lignes. 


N'oubliez pas : tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous devez aussi le 
faire sur la partie droite. 


4.3. Un exemple 


1 2 1 
Calculons l'inverse de A=| 4 O0 —1 
—1 2 2 


Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées : 


1 2 111 0 0 L 
(AÏI)=| 4 0 —-110 1 0 Lo 
—1 2 2 10 O 1 La 
On applique la méthode de Gauss pour faire apparaître des O sur la première colonne, d’abord sur la 
deuxième ligne par l'opération élémentaire L,  L, —4L;, qui conduit à la matrice augmentée : 
12 11 0 0 
0O —8 —5|—4 IT O0 Loe-Lo—4L; 
—1 2 20 O1 


Puis un O0 sur la première colonne, à la troisième ligne, avec L3 < La + L: : 


1.2 1]|1 0 0 
O0 —8 —5|—4 1 0 
0 4 3 1 O 1 L3L3+Li 
On multiplie la ligne L, afin qu’elle commence par 1 : 
12111 0 0 
0 1 253 —3 O0 | 2h, 
0 4 3]1 O0 1 
On continue afin de faire apparaître des 0 partout sous la diagonale, et on multiplie la ligne L;. Ce qui 
termine la première partie de la méthode de Gauss : 


12 1,1 0 O0 

o15|i oo 

0 0 5 —1 i 1 Le-L3—4Lo 
puis 

12 1,1 0 O0 

o1$|5 +o 

0 O0 11—2 1 2 L3—2L3 


Il ne reste plus qu’à « remonter » pour faire apparaître des zéros au-dessus de la diagonale : 


i > li 
O 1 OÙ 7 —2 —2 | 1,1,-ÿ1, 
0 0 1 


MATRICES 5. INVERSE D'UNE MATRICE : SYSTÈMES LINÉAIRES ET MATRICES ÉLÉMENTAIRES 110 


puis 
1 1 1 
l 0 0|= 5 Lie-Li—219—L3 


0 O0 1]—2 1 2 


Ainsi l'inverse de À est la matrice obtenue à droite et après avoir factorisé tous les coefficients par 2 on a 


obtenu : 
—2 2 2 
_ I 
A =-| 7 —3 —5 
—8 4 8 


Pour se rassurer sur ses calculs, on n'oublie pas de vérifier rapidement que À x A! — 1. 
Mini-exercices. 
1. Si possible calculer l'inverse des matrices : (= ah ( Le + ), È cl (a 4. 


2. Soit A(O) = (ee sing ). Calculer A(0) !. 


sin cosO 
1 1100 
1 0 1 0 21 À 
. . 130 21 : 0 1200 
3. Calculer l'inverse des matrices : (_2 1-1), (3 Q (2 se) add] 
à 1-12 0 0021 
21 3 011 0 Has 


5. Inverse d’une matrice : systèmes linéaires et matrices élémen- 
taires 


5.1. Matrices et systèmes linéaires 


Le système linéaire 


di X1 + A2 X2 + + dip XD = b; 
doi X] + do2 Xo He cé d2p Xp — bo 
Gi Xi À AnXo + + + Gp Xp = b, 
peut s’écrire sous forme matricielle : 
di1 dip X1 bi 
d21 d2p X2 bo 
di de x; by 
———]" ————  — — — 
A X B 


On appelle A € M, ,(K) la matrice des coefficients du système. B € M, :(K) est le vecteur du second membre. 
Le vecteur X € M, :(K) est une solution du système si et seulement si 


AX = B. 
Nous savons que : 


Théorème 1. 
Un système d'équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité de solutions. 
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5.2. Matrices inversibles et systèmes linéaires 


Considérons le cas où le nombre d'équations égale le nombre d’inconnues : 


dj1 din X] b; 
21 don X2 b; 
An --. Ann x: b, 

——_—_—_—", ————"  ——— ei, — 
À X B 


Alors A € M,(K) est une matrice carrée et B un vecteur de M, :(K). Pour tout second membre, nous pouvons 
utiliser les matrices pour trouver la solution du système linéaire. 


Proposition 10. 
Si la matrice À est inversible, alors la solution du système AX = B est unique et est : 


La preuve est juste de vérifier que si X = A !B, alors AX = A(A° 13) = (AA 1) = 1-B = B. Réciproquement 
si AX = B, alors nécessairement X — A !B. Nous verrons bientôt que si la matrice n’est pas inversible, alors 
soit il n’y a pas de solution, soit une infinité. 


5.3. Les matrices élémentaires 


Pour calculer l'inverse d’une matrice À, et aussi pour résoudre des systèmes linéaires, nous avons utilisé 
trois opérations élémentaires sur les lignes qui sont : 


1. Li AL; avec À £ 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K \ {0}). 
2. L;+ L;+AL; avec 2€eK (et j £i) : on peut ajouter à la ligne L; un multiple d’une autre ligne L. 
3. Li L; : on peut échanger deux lignes. 


Nous allons définir trois matrices élémentaires Ej.. 11, Er. 1,+a L Er, correspondant à ces opérations. 
Plus précisément, le produit E x À correspondra à l’opération élémentaire sur A. Voici les définitions 
accompagnées d'exemples. 


1. La matrice E;.. à,, est la matrice obtenue en multipliant par À la i-ème ligne de la matrice identité 1;, 
où À est un nombre réel non nul. 


1 0 O0 O0 
_[0o 5 0 0 
Etesls © 0 O0 1 O0 
0 O0 0 1 


2. La matrice E; 1,4 1, est la matrice obtenue en ajoutant À fois la j-ème ligne de I, à la i-ème ligne de 
I 


n° 


1 0 O0 O 

| À 50 

Fr er sn = 0 0 10 
0 O0 O0 1 


3. La matrice E;. ,,. est la matrice obtenue en permutant les i-ème et j-ème lignes de J,. 
i j 


MATRICES 


Er, — Ej,esi, — 


© © © H 


Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles, 
élémentaires. 


Le résultat de la multiplication d’un matrice élémentaire E 
l'opération élémentaire correspondante sur À. Ainsi : 
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RH © © © 
©O H © © 
© © H © 


ce qui entraîne l’inversibilité des matrices 


par À est la matrice obtenue en effectuant 


1. La matrice E;.. 1, x A est la matrice obtenue en multipliant par À la i-ème ligne de A. 
2. La matrice E;.. 1,4 1, *Aest la matrice obtenue en ajoutant À fois la j-ème ligne de À à la i-ème ligne 
de À. 
3. La matrice E;., 1, * A est la matrice obtenue en permutant les i-ème et j-ème lignes de A. 
Exemple 14. 
1. 
1 0 O X1 X2 X3 X] X92 X3 
1 1 1 
Bei, *A=|0 3 OÏX|ÿ1 Ya Y3]—= | 3Y1 5Y2 333 
0 O0 1 21 Z22 23 21 29 23 
2; 
1 O —7 X1 X2 X3 X1 — 72] X9 — 729 X3 — 7233 
Ereri-vr, XA=|0 1 O0 |[X{Y1 Y53 Ys |= Y1 Y2 Y3 
0 O 1 21 Z2 23 41 29 23 
3. 
1 0 O X1 X2 X3 X1 X2 X3 
Ej,1, *XA=|0 O0 1|X|Y1 y2 Y31l=| 21 2% % 
0 1 0 21 22 33 Yi Y2 Ya 


5.4. Équivalence à une matrice échelonnée 


Définition 8. 


Deux matrices A et B sont dites équivalentes par lignes si l’une peut être obtenue à partir de l’autre par 


une suite d'opérations élémentaires sur les lignes. On note À — B. 


Définition 9. 
Une matrice est échelonnée si : 


+ le nombre de zéros commençant une ligne croît strictement ligne par ligne jusqu’à ce qu’il ne reste 


plus que des zéros. 
Elle est échelonnée réduite si en plus : 


. le premier coefficient non nul d’une ligne (non nulle) vaut 1; 


. et c’est le seul élément non nul de sa colonne. 


Exemple d’une matrice échelonnée (à gauche) et échelonnée réduite (à droite) ; les x désignent des 
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coefficients quelconques, les + des coefficients non nuls : 


+ 


© © © © © 

© © © © © + 
© © © © + * 
OO © OO + + + 
O © © + x + 
OO © OO + X + 
© © + x x + 
S © © © SE 
© © © © © + 
Oo ©. © ©mro 
S 6 © & © © 
O © © + x + 
O © © + x + 
S © à © © © 


Théorème 2. 
Étant donnée une matrice À € M;,p(K), il existe une unique matrice échelonnée réduite U obtenue à partir 
de À par des opérations élémentaires sur les lignes. 


Ce théorème permet donc de se ramener par des opérations élémentaires à des matrices dont la structure 
est beaucoup plus simple : les matrices échelonnées réduites. 


Démonstration. Nous admettons l’unicité. 

L'existence se démontre grâce à l’algorithme de Gauss. L'idée générale consiste à utiliser des substitutions 
de lignes pour placer des zéros là où il faut de façon à créer d’abord une forme échelonnée, puis une forme 
échelonnée réduite. 


Soit À une matrice n x p quelconque. 


Partie À. Passage à une forme échelonnée. 

Étape A.1. Choix du pivot. 

On commence par inspecter la première colonne. Soit elle ne contient que des zéros, auquel cas on passe 
directement à l’étape A.3, soit elle contient au moins un terme non nul. On choisit alors un tel terme, que 
l’on appelle le pivot. Si c’est le terme a;,, on passe directement à l'étape A.2 ; si c’est un terme a;, avec 
i Z 1, on échange les lignes 1 et i (L, <— L;) et on passe à l'étape A.2. 

Au terme de l'étape A.1, soit la matrice À a sa première colonne nulle (à gauche) ou bien on obtient une 
matrice équivalente dont le premier coefficient a’, est non nul (à droite) : 


/ / / / 

0 A2 ::: a; dip a Ai) eee ai; en ap 
/ / / / 

0 d22 ….. dj CE Œp ds] do) CE d; .…. dp 

=A où 6 : , |A. 

0 @2 : à; ip Hi 62 dj ‘ a 
.. : / / .. / / 

0 An2 Eng Anp di An An; np 


Étape A.2. Élimination. 
On ne touche plus à la ligne 1, et on se sert du pivot a, pour éliminer tous les termes a’, (avec i > 2) 


/ 
. 4 . . . . . A . a: . . 
situés sous le pivot. Pour cela, il suffit de remplacer la ligne i par elle-même moins == x la ligne 1, ceci pour 
11 


: a: a! 
i=2,...,nile Li Li, Em 


Au terme de l'étape A.2, on a obtenu une matrice de la forme 


/ / / / 

ie 6 hé 7 is 
[24 [22 [72 
do d; dp 

: à 

[24 [24 [22 ” 
0 a, Œe di 
0 ns nes ll 


n2 nj np 
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Étape A.3. Boucle. 
Au début de l'étape A.3, on a obtenu dans tous les cas de figure une matrice de la forme 
1 1 1 1 
dis di ad; ip 
1 1 1 
0 a» dj op 
1 OR ie 
0 Le) di; di 
1... gl. .. al 
0 A2 Anj np 


dont la première colonne est bien celle d’une matrice échelonnée. On va donc conserver cette première 
colonne. Si ai, Z 0, on conserve aussi la première ligne, et l’on repart avec l'étape A.1 en l’appliquant cette 
fois à la sous-matrice (n — 1) x (p — 1) (ci-dessous à gauche : on « oublie » la première ligne et la première 
colonne de À); si a, = 0, on repart avec l'étape A.1 en l’appliquant à la sous-matrice n x (p — 1) (à droite, 


on « oublie » la première colonne) : 
1 1 1 


D TT SORT RS 
22 2j 2p SE 
; ; 22 2j 2p 
1 1 1 
a; & 
i2 ij ip 1 LE 3 1 
; ; dia a Lip 
Le Lx 1 
An2 Anj Anp EN RE 
n2 nj np 
Au terme de cette deuxième itération de la boucle, on aura obtenu une matrice de la forme 
1 Le, x L. 1 
Fr, is & Lip 
2'n si 2 su 2 
0 a» Œ; Lp 
2 2 | TA, 
0 0 a;; di, 
2 2 
0 0 fi 4 Ja 


et ainsi de suite. 
Comme chaque itération de la boucle travaille sur une matrice qui a une colonne de moins que la précédente, 
alors au bout d’au plus p — 1 itérations de la boucle, on aura obtenu une matrice échelonnée. 


Partie B. Passage à une forme échelonnée réduite. 

Étape B.1. Homothéties. 

On repère le premier élément non nul de chaque ligne non nulle, et on multiplie cette ligne par l'inverse de 
cet élément. Exemple : si le premier élément non nul de la ligne i est a Z 0, alors on effectue L, — Li. 
Ceci crée une matrice échelonnée avec des 1 en position de pivots. 


Étape B.2. Élimination. 

On élimine les termes situés au-dessus des positions de pivot comme précédemment, en procédant à partir 
du bas à droite de la matrice. Ceci ne modifie pas la structure échelonnée de la matrice en raison de la 
disposition des zéros dont on part. 


Exemple 15. 
Soit 


MATRICES 5. INVERSE D'UNE MATRICE : SYSTÈMES LINÉAIRES ET MATRICES ÉLÉMENTAIRES 115 


A. Passage à une forme échelonnée. 

Première itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde a, = 1. 

Première itération de la boucle, étape A.2. On ne fait rien sur la ligne 2 qui contient déjà un zéro en bonne 
position et on remplace la ligne 3 par L;  L3+ L,. On obtient 


1 2 3 4 
A=|0 2 4 6 
0 2 4 4 


Deuxième itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde dés = 2. 
Deuxième itération de la boucle, étape A.2. On remplace la ligne 3 avec l'opération L;  L;—L,. On obtient 


1 2 3 4 
Ar|[0 2 4 6 
0 0 0 —2 


Cette matrice est échelonnée. 


B. Passage à une forme échelonnée réduite. 
Étape B.1, homothéties. On multiplie la ligne 2 par à et la ligne 3 par —i et l’on obtient 


1 2 3 4 
Ar|0 1 2 3 
0 O0 O0 1 


Étape B.2, première itération. On ne touche plus à la ligne 3 et on remplace la ligne 2 par L <— L, — 3L; et 
Li L,—41L;. On obtient 


1 2 3 0 
Ar|0 1 2 0 
0 O0 O0 1 


Étape B.2, deuxième itération. On ne touche plus à la ligne 2 et on remplace la ligne 1 par Li <— Li —2L. 
On obtient 


—1 0 
A0 1 2 0 
1 


qui est bien échelonnée et réduite. 


5.5. Matrices élémentaires et inverse d’une matrice 


Théorème 3. 
Soit A € M,(K). La matrice À est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite est la matrice 
identité I. 


Démonstration. Notons U la forme échelonnée réduite de À. Et notons E le produit de matrices élémentaires 
tel que EA = U. 
— SiU =I, alors EA = 1,. Ainsi par définition, A est inversible et A! = E. 
—> Nous allons montrer que si U Z 1,, alors À n’est pas inversible. 
— Supposons U £ 1,. Alors la dernière ligne de U est nulle (sinon il y aurait un pivot sur chaque ligne 
donc ce serait 1.). 
— Cela entraîne que U n’est pas inversible : en effet, pour tout matrice carrée V, la dernière ligne de 
UV est nulle; on n’aura donc jamais UV =1,. 
— Alors, À n’est pas inversible non plus : en effet, si À était inversible, on aurait U = EA et U serait 
inversible comme produit de matrices inversibles (E est inversible car c’est un produit de matrices 
élémentaires qui sont inversibles). 
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Remarque. 

Justifions maintenant notre méthode pour calculer A!. 

Nous partons de (A|I) pour arriver par des opérations élémentaires sur les lignes à (1|[B). Montrons que 
B = A {. Faire une opération élémentaire signifie multiplier à gauche par une des matrices élémentaires. 
Notons E le produit de ces matrices élémentaires. Dire que l’on arrive à la fin du processus à 1 signifie 
EA= I. Donc A | —E. Comme on fait les mêmes opérations sur la partie droite du tableau, alors on obtient 
EI = B. Donc B — E. Conséquence : B=A !. 


Corollaire 1. 
Les assertions suivantes sont équivalentes : 


(ÿ) La matrice À est inversible. 
0 


0 
(ii) Le système linéaire AX = ( ) a une unique solution X = ( } 
0 0 
(ii) Pour tout second membre B, le système linéaire AX =B a une unique solution X. 


Démonstration. Nous avons déjà vu (i) — (ii) et (i) — (iii). 

Nous allons seulement montrer (ii) — (i). Nous raisonnons par contraposée : nous allons montrer la 
proposition équivalente non(i) —> non(ii). Si À n’est pas inversible, alors sa forme échelonnée réduite U 
contient un premier zéro sur sa diagonale, disons à la place £. Alors U à la forme suivante 


1 O0 :. « Xe * —C] 
(0) 0 * 
0 O 1 c * —C4_1 
(0) 0 (0) * * On note X — 1 
(0) (0) (0) * * (0) 

(0) : 
Où 3. …. 0 x 0 


Alors X n’est pas le vecteur nul, mais UX est le vecteur nul. Comme À = ELU, alors AX est le vecteur nul. 


Nous avons donc trouvé un vecteur non nul X tel que AX = O. 


Mini-exercices. 


1. Exprimer les systèmes linéaires suivants sous forme matricielle et les résoudre en inversant la matrice : 
x+t=a 


x+z=1 
2x +4y =7 X—2y = 
“ , À —2y+35=1, JP 
—2x +3y =—14 x+y+t=2 
x+z=1 
y+t=4 


2. Écrire les matrices 4 x 4 correspondant aux opérations élémentaires : L) — IL) La = Li — FL 
L,  L4. Sans calculs, écrire leurs inverses. Écrire la matrice 4 x 4 de l'opération L, — Li —2L3+3L4. 


ri : : ; . — nn 1 2 3 1 0 2 
3. Écrire les matrices suivantes sous forme échelonnée, puis échelonnée réduite : ( 1 4 0 ), (: —11 J 


—2 —2 —3 2 —2 3 
2 0 —2 0 
0 —1 1 O0 
1 —21 4 } 
—1 2 —-1 —2 


MATRICES 6. MATRICES TRIANGULAIRES, TRANSPOSITION, TRACE, MATRICES SYMÉTRIQUES 117 


6. Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symé- 
triques 


6.1. Matrices triangulaires, matrices diagonales 


Soit À une matrice de taille n x n. On dit que A est triangulaire inférieure si ses éléments au-dessus de la 
diagonale sont nuls, autrement dit : 

i<j — a;=0. 
Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante : 


dy O ::. +. 0 
d21 22 

(0) 
ni dn2 .. …. dan 


On dit que À est triangulaire supérieure si ses éléments en-dessous de la diagonale sont nuls, autrement 
dit : 

i>j — a; =0. 
Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante : 


jy A2 +. +. +. An 
O  Gp2 ... ... ... Gon 
OO juste au OÙ @, 
Exemple 16. 
Deux matrices triangulaires inférieures (à gauche), une matrice triangulaire supérieure (à droite) : 
4 O0 0 1 1 —1 
0 —1 0 É : ) O —1 —1 
1 —2 
3 =2 3 0 O —1 
Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite diagonale. Autrement dit : 
ifj — aj=0. 
Exemple 17. 
Exemples de matrices diagonales : 
—1 0 O0 > 0 
0 6 0 et É :) 
0 O0 0 


Exemple 18 (Puissances d’une matrice diagonale). 
Si D est une matrice diagonale, il est très facile de calculer ses puissances D? (par récurrence sur p) : 


CE DO LU 
O0 a) O0 .…… O0 On D SSÀ 
D=| ©: * — OR 
0 0 ay1 0 0 D of 


© 
R 
3 
© 
© 
R 
3% 
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Théorème 4. 
Une matrice A de taille n x n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous 
non nuls. 


Démonstration. Supposons que À soit triangulaire supérieure. 

. Siles éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors la matrice À est déjà sous la forme échelonnée. 
En multipliant chaque ligne i par l'inverse de l’élément diagonal a;;, on obtient des 1 sur la diagonale. 
De ce fait, la forme échelonnée réduite de À sera la matrice identité. Le théorème 3 permet de conclure 
que À est inversible. 

+ Inversement, supposons qu’au moins l’un des éléments diagonaux soit nul et notons ay, le premier 
élément nul de la diagonale. En multipliant les lignes 1 à £ — 1 par l'inverse de leur élément diagonal, 
on obtient une matrice de la forme 


1 + % 

0 * # 

0 O0 1 * % 

O : O0 O0 x * 

O : O O0 x * 
(0) 

O -.. Je À & 


Il est alors clair que la colonne numéro £ de la forme échelonnée réduite ne contiendra pas de 1 comme 
pivot. La forme échelonnée réduite de À ne peut donc pas être 1, et par le théorème 3, À n’est pas 
inversible. 


Dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure, on utilise la transposition (qui fait l’objet de la section 


suivante) et on obtient une matrice triangulaire supérieure. On applique alors la démonstration ci-dessus. 


6.2. La transposition 


Soit À la matrice de taille n xp 


di dj12 ... dip 

do] 22 ... d2p 
A= 

dn1 An2 :.: dnp 


Définition 10. 
On appelle matrice transposée de À la matrice A7 de taille p x n définie par : 


dj1 21 -.. An] 

T dj2 22 ... dy2 
A = 

dip d2p dnp 


Autrement dit : le coefficient à la place (i, j) de A7 est a ji. Ou encore la i-ème ligne de A devient la i-ème 
colonne de AT (et réciproquement la j-ème colonne de A7 est la j-ème ligne de A). 


Notation : La transposée de la matrice À se note aussi souvent ‘A. 
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Exemple 19. 
RL 
4 5 —6| =[2 5 8 
—7 8 9 3 —6 9 
3\° 1 
O0 1 —1 
1 —-5| = { —2 5} =| 2 
3 —5 2 
1 2 5 


L'opération de transposition obéit aux règles suivantes : 
Théorème 5. 
1. (A+B)! =AT +8? 
2. (aA)' = aAT 
3. (AT) =A 
4 
5 


. Si A est inversible, alors AT l’est aussi et on a (AT y ! = (A 1)T. 


Notez bien l’inversion : (AB)! = BTAT, comme pour (AB) ! BA" 1. 


6.3. La trace 


Dans le cas d’une matrice carrée de taille n x n, les éléments a:1, @2, 


diagonaux. 

Sa diagonale principale est la diagonale (a:1,a@22,..., nn). 
di1 dy2 din 
21 22 d2n 
dn1 An2 dan 


Définition 11. 


119 


...; Ann SOnt appelés les éléments 


La trace de la matrice À est le nombre obtenu en additionnant les éléments diagonaux de À. Autrement 


dit, 


trA= QG] +QG22 +: +aGn. 


Exemple 20. 
+ SiA=(21), alorstrA=2+5=7. 


11 2 
. Pour B = ( 2 8 }œB=1+2-—10=-7. 


11 0 —10 


Théorème 6. 
Soient À et B deux matrices n x n. Alors : 


1. t(A+B) =trA +trB, 

2. tr(aA) = a trA pour tout a EK, 
8. HAT) =tA 

4. tr(AB) = tr(BA). 
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Démonstration. 
1. Pour tout 1 < i < n, le coefficient (i,i) de A+B est a;; + b;;. Ainsi, on a bien tr(A+ B) = tr(A) + tr(B). 
2. On a tr(aA) = aa, +--+aa,, = a(as3 ++ Qyn) = atrA. 
3. Étant donné que la transposition ne change pas les éléments diagonaux, la trace de A est égale à la trace 
de AT. 
4. Notons c;; les coefficients de AB. Alors par définition 
Ci = ji Dai + Giobo; +++ abri. 
Ainsi, 
tr(AB) =  @yibya +G2bas +: +ambn 
+@21b12 +G22b22 +: +axby 


Fab +@n2Don so Tobin 


On peut réarranger les termes pour obtenir 


tr(AB) =  a33by1 +apibi2 ++: +ambi 
+@32b21 +G22b22 +++ +a»2bon 


+dinbni +@onbn2 ci +annbnn- 
En utilisant la commutativité de la multiplication dans K, la première ligne devient 
bisay1 + bi2Q2s +++ bind 
qui vaut le coefficient (1, 1) de BA. On note d;; les coefficients de BA. En faisant de même avec les autres 


lignes, on voit finalement que 
tr(AB) — d:1 on dun —= tr(BA). 


6.4. Matrices symétriques 


Définition 12. 
Une matrice À de taille n x n est symétrique si elle est égale à sa transposée, c’est-à-dire si 
A=A?, 


ou encore si 4;; = 4j; pour tout i, j = 1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport à la 


j = 
diagonale. 


Exemple 21. 
Les matrices suivantes sont symétriques : 


à Æ 
ne 
5 —1 O0 

Exemple 22. 


Pour une matrice B quelconque, les matrices B - B' et B! -B sont symétriques. 
Preuve : (BB! )! —=(BT)!BT = BBT. Idem pour B'B. 
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6.5. Matrices antisymétriques 


Définition 13. 
Une matrice À de taille n x n est antisymétrique si 


c’est-à-dire si a; 


AT == À, 


j = —@j pour tout LJ= 1:10 


Exemple 23. 


0 4 2 
0 —1 
Us) [0 


—2 5 O0 


Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls. 


Exemple 24. 


Toute matrice est la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. 


Preuve : Soit À une matrice. Définissons B = s(A+ AT) et C = (A —AT). Alors d’une part A=B+C:; 
d’autre part B est symétrique, car B7 — (AT + (A0) = (AT +A) =B; et enfin C est antisymétrique, car 


Êr 


(AT — (ANT) = -c. 


Exemple : 


Pour A— 2. 19 alors À = + © + . : 
8 —3 9 —3 —1 O0 


symétrique antisymétrique 


Mini-exercices. 


1. 


Montrer que la somme de deux matrices triangulaires supérieures reste triangulaire supérieure. Montrer 
que c’est aussi valable pour le produit. 


. Montrer que si A est triangulaire supérieure, alors A est triangulaire inférieure. Et si À est diagonale ? 


X1 
X2 


. Soit A—!| . |. Calculer AT -A, puis A-AT. 


Xn 


. Soit A= É Ph Calculer tr(A- AT). 


5. Soit À une matrice de taille 2 x 2 inversible. Montrer que si À est symétrique, alors A ! aussi. Et si A 


est antisymétrique ? 


. Montrer que la décomposition d’une matrice sous la forme « symétrique + antisymétrique » est unique. 
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L'espace vectoriel R" 


Vidéo M partie 1. Vecteurs de R' 
Vidéo M partie 2. Exemples d’applications linéaires 


Vidéo M partie 3. Propriétés des applications linéaires 


Ce chapitre est consacré à l’ensemble R° vu comme espace vectoriel. Il peut être vu de plusieurs façons : 
. un cours minimal sur les espaces vectoriels pour ceux qui n’auraient besoin que de R”, 
. une introduction avant d'attaquer le cours détaillé sur les espaces vectoriels, 
. une source d'exemples à lire en parallèle du cours sur les espaces vectoriels. 


1. Vecteurs de R” 


1.1. Opérations sur les vecteurs 


+ L'ensemble des nombres réels R est souvent représenté par une droite. C’est un espace de dimension 1. 


* Le plan est formé des couples (4) de nombres réels. Il est noté R?. C’est un espace à deux dimensions. 
X ; 
“ k Il est noté R*. 


. L'espace de dimension 3 est constitué des triplets de nombres réels ( 
3 


1 
. 3 2 . 
gauche), soit comme un vecteur (figure de droite) : 


X 
Le symbole (*) a deux interprétations géométriques : soit comme un point de l’espace (figure de 


X X1 
°|[ X2 X2 
X3 X3 


On généralise ces notions en considérant des espaces de dimension n pour tout entier positif n = 1, 2, 3, 4, ... 


X1 
X2 
Les éléments de l’espace de dimension n sont les n-uples | . | de nombres réels. L'espace de dimension 
Xa 
X1 
X2 
n est noté R". Comme en dimensions 2 et 3, le n-uple | . | dénote aussi bien un point qu’un vecteur de 


n 


l’espace de dimension n. 
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u] V1 
U) 12 

Soientu—={| . |etvy—=| . | deux vecteurs de R". 
Un Va 


Définition 1. 


u +" 
*< Somme de deux vecteurs. Leur somme est par définition le vecteur u + v = 
Un + Va 
Au; 
+ Produit d’un vecteur par un scalaire. Soit À € R (appelé un scalaire) : À‘u = 
Au 


n 


0 
Le vecteur nul de R' est le vecteur 0 = ( : | 
Ô 
U —Ui 
L'opposé du vecteur u = ( | ) est le vecteur —u = ( : } 


Un 


—Un 


Voici des vecteurs dans R? (ici À = 2) : 


Dans un premier temps, vous pouvez noter ü, Ÿ,0 au lieu de u, v, 0. Mais il faudra s’habituer rapidement à 
la notation sans flèche. De même, si À est un scalaire et u un vecteur, on notera souvent Àu au lieu de À -u. 


Théorème 1. 


u V1 Wi 
Soient u = ( - } = : Jew-[ : des vecteur de R'et A,u ER. Alors : 


Un Va Wan 


u+v=v+u 
u+(v+w)=(u+v)+w 
u+0—=0+u-=u 
u+(-—u)=0 

l:u=u 


A-(u-u)=(Au):u 
A-(u+v)=2-u+2.v 


© NO OS O8 & R 


(A+u:u=2-u+u:u 


TP 
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Chacune de ces propriétés découle directement de la définition de la somme et de la multiplication par 
un scalaire. Ces huit propriétés font de R° un espace vectoriel. Dans le cadre général, ce sont ces huit 
propriétés qui définissent ce qu’est un espace vectoriel. 


1.2. Représentation des vecteurs de R” 


La 

Soit u — ( : ) un vecteur de R". On l’appelle vecteur colonne et on considère naturellement u comme une 
Un 

matrice de taille n x 1. Parfois, on rencontre aussi des vecteurs lignes : on peut voir le vecteur u comme une 


matrice 1 x n, de la forme (u:,...,u,). En fait, le vecteur ligne correspondant à u est le transposé u? du 
vecteur colonne u. 

Les opérations de somme et de produit par un scalaire définies ci-dessus pour les vecteurs coïncident 
parfaitement avec les opérations définies sur les matrices : 


U; V] U +". U; lu; 
u+v=| : |+| : |— : et Au=2| : | = 


Un +Vh Un 2u, 


1.3. Produit scalaire 


ui V1 
Soient u = ( - ) et y — ( - ) deux vecteurs de R”. On définit leur produit scalaire par 


Un Va 


{u|v) =uiv; +uovo +... +u,v,. 


C’est un scalaire (un nombre réel). Remarquons que cette définition généralise la notion de produit scalaire 
dans le plan R° et dans l’espace R*. 
Une autre écriture : 

V1 


T 


{ulv)=uT xv=(u, uw + u)x L 


Va 


Soient À — (a;;) une matrice de taille n x p, et B —(b;;) une matrice de taille p x q. Nous savons que l’on 
peut former le produit matriciel AB. On obtient une matrice de taille n x q. L'élément d'indice ij de la 


matrice AB est 


ajbi; + job); HSE db: h 
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Remarquons que ceci est aussi le produit matriciel : 


b:; 


b, : 
(an di ‘°° dip) X à . 


bp; 
Autrement dit, c’est le produit scalaire du i-ème vecteur ligne de À avec le j-ème vecteur colonne de B. 
Notons £,,...,£, les vecteurs lignes formant la matrice À, et c1,..., Cq les vecteurs colonnes formant la 


matrice B. On a alors 


(£ilci) (ile) -** (li | Ca) 

(£alc1) (lalc2) **+ (ll Ca) 
Aie : : : 

(la | C1) (En | C2) nn Le | de) 


Mini-exercices. 
1. Faire un dessin pour chacune des 8 propriétés qui font de R? un espace vectoriel. 
2. Faire la même chose pour R°. 


3. Montrer que le produit scalaire vérifie (u | v) =(v|u),{u+v|w)={u|w)+{(v|w), (Aul|v)=A{ul|v) 
pour tout u,v,weR'et €R. 


4. Soit u € R”. Montrer que {u |u) > 0. Montrer {u | u) = 0 si et seulement si u est le vecteur nul. 


2. Exemples d’applications linéaires 


Soient 
f1:R —R f2:R —R ss fn:R —R 
n fonctions de p variables réelles à valeurs réelles ; chaque f; est une fonction : 
fi: R —R, to er EC) 
On construit une application 
f:R — KR" 
définie par 


Ia) ACTE re à 


2.1. Applications linéaires 


Définition 2. 
Une application f : R? — R" définie par f(x1,...,x,) = (ÿ1,..., YA) est dite une application linéaire 
si 

Y1 — di1X] Æ di2X2 es ses dipXp 

Y2 — d21X] + do2X 2 ASE CRE dpXp 


Yn — AniX1 + dn2X2 us CE dnpXp ï 
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En notation matricielle, on a 


X1 Yi di1 2 ip X1 
X2 V2 d21 22 ‘‘ Ar X2 
f = _ A n 
Xp Ya dn1 An2 ‘‘ Anp XD 
X1 
ou encore, si on note X —| : |et A€ M,,(R) la matrice (a;;), 
Xp 


Autrement dit, une application linéaire R? — R” peut s’écrire X > AX. La matrice À € M, ,(R) est appelée 
la matrice de l’application linéaire f. 


Remarque. 
. On a toujours f(0,...,0)=(0,...,0). Si on note 0 pour le vecteur nul dans R? et aussi dans R”, alors 
une application linéaire vérifie toujours f (0) = 0. 
* Le nom complet de la matrice À est : la matrice de l’application linéaire f de la base canonique de RP 
vers la base canonique de R"! 


Exemple 1. 

La fonction f : R*— R° définie par 
Y1 — —2X1 + 5X2 + 2X3 —7X4 
Y2 — A4X1 + 2X2 — 3X3 + 3X4 
Y3 — 7X1 —3X2 + 9X3 


s'exprime sous forme matricielle comme suit : 


X1 

Y21=| 4 2 -3 3 . 

7 —-3 9 0 : 

Y3 x 

Exemple 2. 
* Pour l'application linéaire identité R° — R”, (x1,...,x,) (x1,...,x,), sa matrice associée est l’identité 
I, (car I,X = X). 

+ Pour l'application linéaire nulle R? — R", (x1,...,x,) (0,...,0), sa matrice associée est la matrice 


nulle 0,,, (car On, pX = 0). 


2.2. Exemples d’applications linéaires 


Réflexion par rapport à l’axe (Oy) 


La fonction 


ee ()-() 


est la réflexion par rapport à l’axe des ordonnées (0 y), et sa matrice est 


Guy « (6 )0-0) 
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M 


Réflexion par rapport à l’axe (Ox) 


La réflexion par rapport à l’axe des abscisses (Ox) est donnée par la matrice 


6) 


Réflexion par rapport à la droite (y = x) 


La réflexion par rapport à la droite (y = x) est donnée par 


: ——> | > Y 
PER CÈ, 


et sa matrice est 


Œ) 
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Homothéties 
L'homothétie de rapport À centrée à l’origine est : 


os x _ si 
Te (5) tal 


On peut donc écrire f(;)=(29)(}). Alors la matrice de l’'homothétie est : 


6 3) 


Remarque. 
La translation de vecteur (0 est l’application 


ps (3-4) (5 
/ y y Vo Y +V 


Si c’est une translation de vecteur non nul, c’est-à-dire Ce ) £ Er alors ce n’est pas une application linéaire, 


car f (0) (0). 


Rotations 


Soit f : R? — R? la rotation d’angle 0, centrée à l’origine. 


Si le vecteur 3 fait un angle a avec l'horizontale et que le point (5) est à une distance r de l’origine, alors 


X = rcosa 
y = rsina 
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Si (*) dénote l’image de C5) par la rotation d’angle 6, on obtient : 


x! = rcos(a+0) x! = rcosacos0 — rsinasin® 
donc | ; 
y” = rcosasin® + rsinacos@ 


y” —= rsin(a+0) É 


(où l’on a appliqué les formules de trigonométrie pour cos(a + 0) et sin(a + @)). 


x cos 0 — y sin @ i cosû —sin0 \fx 

; donc el > É 
xsin 0 + y cos 0 y sin® cos y 
Autrement dit, la rotation d'angle @ est donnée par la matrice 


cosû —sin0 
sin® cosO } 


On aboutit à 


tn 
< au 
| 


Projections orthogonales 


L'application 


X X 
FRERE () : () 


est la projection orthogonale sur l'axe (Ox). C’est une application linéaire donnée par la matrice 


(2) 


L'application linéaire 


X 
f:R°—R?, y {y 
0 
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X 


De même, la projection orthogonale sur le plan (Oxz) est donnée par la matrice de gauche ; la projection 


orthogonale sur le plan (0 yz) par la matrice de droite : 


1 O O 0 O0 0 
0 O0 0 0 1 O 
0 O 1 0 O0 1 
Réflexions dans l’espace 
L'application 
à x 
f:R —R’, Ye] y 
4 — 


est la réflexion par rapport au plan (Oxy). C’est une application linéaire et sa matrice est 


matrices : 


1 0 O 
0 1 O0 
0 O —1 
De même, les réflexions par rapport aux plans (Oxz) (à gauche) et (0yz) (à droite) sont données par les 
1 O0 O0 —1 0 O0 
—1 0 0 1 0 
0 O0 1 0 O0 1 


Mini-exercices. 


1. 


Soit À — (à 2) et soit f l'application linéaire associée. Calculer et dessiner l’image p 


TT © 
on 


puis (oi et plus généralement de (SE Dessiner l’image par f du carré de sommets (9) 
Dessiner l’image par f du cercle inscrit dans ce carré. 


12—1 1Y f0Y fo 
. Soit A — (o 10 ) et soit f l'application linéaire associée. Calculer l’image par f de (5), (} (so) et 


LA FA X 
plus généralement de (>). 


T 


. Écrire la matrice de la rotation du plan d’angle 3 centrée à l’origine. Idem dans l’espace avec la 


rotation d’angle _. d’axe (Ox). 


. Écrire la matrice de la réflexion du plan par rapport à la droite (y ——x). Idem dans l’espace avec la 


réflexion par rapport au plan d’équation (y = —x). 


L'ESPACE VECTORIEL R" 3. PROPRIÉTÉS DES APPLICATIONS LINÉAIRES 132 


5. Écrire la matrice de la projection orthogonale de l’espace sur l’axe (O0 y). 


3. Propriétés des applications linéaires 


3.1. Composition d’applications linéaires et produit de matrices 


Soient 
f:R —Rk' et g : R1 — R? 
deux applications linéaires. Considérons leur composition : 


Rs, À, pm" fog:RI—R. 


L'application f o g est une application linéaire. Notons : 
+ A=Mat(f) € M,,(R) la matrice associée à f, 
+ B=Mat(g) € M, 4(R) la matrice associée à g, 
+ C=Mat(f og)€ M, 4(R) la matrice associée à f o g. 


On a pour un vecteur X € R1: 
(Fo gXX) = f(e(X)) = F(BX) = AGBX) = (AB)X. 


Donc la matrice associée à f o g est C = AB. 
Autrement dit, la matrice associée à la composition de deux applications linéaires est égale au produit de 


Mat(f o g) = Mat(f) x Mat(g) 


En fait le produit de matrices, qui au premier abord peut sembler bizarre et artificiel, est défini exactement 


leurs matrices : 


pour vérifier cette relation. 

Exemple 3. 

Soit f : IR? — R? la réflexion par rapport à la droite (y = x) et soit g : R? —> R? la rotation d'angle 0 — 2 
(centrée à l’origine). Les matrices sont 


O0 1 cosû —sin0 Le 
A = Ma(r)= | ) et B=Mai(e)= | }-(& |: 
1 O0 sin® cos DE. 


Voici pour X = ) les images f(X), g(X), f o g{X), gof(X): 
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Alors 
0 1 1 _43 3 1 
C =Mat(f o g) = Mat(f) x Mat(g) = x s |=|° il 
LE FD 2 2 2 


Notons que si l’on considère la composition g o f alors 


1  _43 0 1 43 1 
D = Mai 92 Mate) Ma) = | À LÉ = e À) 
2 2 2 


Les matrices C = AB et D = BA sont distinctes, ce qui montre que la composition d’applications linéaires, 
comme la multiplication des matrices, n’est pas commutative en général. 


3.2. Application linéaire bijective et matrice inversible 


Théorème 2. 
Une application linéaire f : R° — R” est bijective si et seulement si sa matrice associée À = Mat(f ) € M,(R) 
est inversible. 


L'application f est définie par f (X) = AX. Donc si f est bijective, alors d’une part f(X)=Y > X=f" (y), 
mais d’autre part AX =Y <= X =A lY. Conséquence : la matrice de fl est A1. 


Corollaire 1. 
Si f est bijective, alors 


Mat(f-1) = (Mat(f)) - 
Exemple 4. 


Soit f : R? — R° la rotation d’angle 0. Alors f ! : R? —> R? est la rotation d'angle —0. 
On a 

cos 0 — sin 0 
sin Ô cos 0 ): 


Mat(f ) = ( 


cos 0 sin 0 | _fcos(—0) —sin(—6) 
— sin 0 cos 0 ] \sin(—0@) cos(—0) 


Mat(f-1)=(Mat(f)) = ( 


Exemple 5. 

Soit f : IR? — R? la projection sur l’axe (Ox). Alors f n’est pas injective. En effet, pour x fixé et tout y ER, 
f (5) = (9). L'application f n’est pas non plus surjective : ceci se vérifie aisément car aucun point en-dehors 
de l’axe (Ox) n’est dans l’image de f. 


La matrice de f est (à s) ; elle n’est pas inversible. 


La preuve du théorème 2 est une conséquence directe du théorème suivant, vu dans le chapitre sur les 
matrices : 
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Théorème 3. 
Les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) La matrice À est inversible. 
0 
(ii) Le système linéaire AX = | : | a une unique solution X = è } 
0 0 
(ii) Pour tout second membre Y, le système linéaire AX = Y a une unique solution X. 


Voici donc la preuve du théorème 2. 


Démonstration. + Si A est inversible, alors pour tout vecteur Y le système AX = Y a une unique solution 
X, autrement dit pour tout Y, il existe un unique X tel que f(X) = AX = Y. f est donc bijective. 
. Si A n’est pas inversible, alors il existe un vecteur X non nul tel que AX = 0. En conséquence on a X Z 0 
mais f(X) = f(0) = 0. f n’est pas injective donc pas bijective. 


3.3. Caractérisation des applications linéaires 


Théorème 4. 
Une application f : RP — R' est linéaire si et seulement si pour tous les vecteurs u, v de RP et pour tout 
scalaire }ER,ona 


© fu+v)=f(u)+f(v) 
Gÿ fQu)=2Af(u). 
Dans le cadre général des espaces vectoriels, ce sont ces deux propriétés (i) et (ii) qui définissent une 
application linéaire. 
Définition 3. 
Les vecteurs 


0 
1 : 0 
e1 — e2 = 0 Se Ep = . 
0 ‘ 1 


sont appelés les vecteurs de la base canonique de RP. 


La démonstration du théorème impliquera : 


Corollaire 2. 
Soit f : RP — R" une application linéaire, et soient e;,...,e, les vecteurs de base canonique de RP. Alors 
la matrice de f (dans les bases canoniques de R? vers R") est donnée par 


Mat(f ) = (f (e1) FGe) *:- f(e,)) ; 
autrement dit les vecteurs colonnes de Mat(f) sont les images par f des vecteurs de la base canonique 


(ssh 


Exemple 6. 

Considérons l'application linéaire f : R° — R‘ définie par 
Yi = 2X1 +X2  —X3 
Ya — —X1 —4x 
Y3 — 5X1 +X2 +X3 


Ya — 3X) +2X3 . 
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Calculons les images des vecteurs de la base canonique (0) (Gi) (0) ; 


1 : 0 - 0 
1 —4 (0 
— 1 — — 
Î : 5 : | 1 Î | 1 
(0 3 2 
Donc la matrice de f est : 
2 1 1 
1 —4 0 
Mat = 
at(f) ji à 
0 3 2 


Exemple 7. 
Soit f : R? — R? la réflexion par rapport à la droite (y = x) et soit g la rotation du plan d’angle Z centrée 
à l'origine. Calculons la matrice de l'application f o g. La base canonique de R? est formée des vecteurs (5) 


0) 
)-(D-0) 0 E 


Donc la matrice de f og est: 
‘| 
2 
vie 
7 2 


Démonstration. Supposons f : R? — R”" linéaire, et soit À sa matrice. On a f(u+v) = A(u+v) = Au+Ay = 
f(u) + f(v) et f(Au) = A(Au) = AAu = f(u). 

Réciproquement, soit f : RP — R”" une application qui vérifie (i) et (ii). Nous devons construire une matrice 
A telle que f(u) = Au. Notons d’abord que (i) implique que f(v; +v:+-::+v,)=f()+f(v)+:.:+f(v,). 
Notons (e:,...,e,) les vecteurs de la base canonique de RP. 


Mat(f ) = 


Serre 


Voici la preuve du théorème 4. 


Soit À la matrice n x p dont les colonnes sont 


f(e1), f(e2), xs 1 Ces) 


X1 
X2 
Pour X=| . |eK?, alors X = Xxje +Xoeo ++ x Le 
xp 
et donc 
AX = Afrie Frac tree.) 


= Axe, + AX2eo +::-+Ax,e, 
=  X1Âe, + XaAes +---+ x, Ae, 

X1f (1) Fxaf(e)+---4+x fe) 
= Je) + Gsé)tsER 0e) 
= fe tre ++ x,e,) = FX). 


On a alors f(X) = AX, et f est bien une application linéaire (de matrice À). 


Mini-exercices. 


1. Soit f la réflexion du plan par rapport à l’axe (Ox) et soit g la rotation d’angle 2 centrée à l’origine. 
Calculer la matrice de f o g de deux façons différentes (produit de matrices et image de la base 
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canonique). Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, calculer l'inverse. Interprétation géométrique. 


Même question avec go f. 


2. Soit f la projection orthogonale de l’espace sur le plan (Oxz) et soit g la rotation d’angle 5 d’axe 
(Oy). Calculer la matrice de f o g de deux façons différentes (produit de matrices et image de la base 
canonique). Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, calculer l'inverse. Interprétation géométrique. 
Même question avec go f. 


Auteurs du chapitre 
+ D’après un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de l’École Polytechnique Fédérale 
de Lausanne, 
. révisé et reformaté par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet. 
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La notion d'espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes. Il s’agit de 
dégager les propriétés communes que partagent des ensembles pourtant très différents. Par exemple, on 
peut additionner deux vecteurs du plan, et aussi multiplier un vecteur par un réel (pour l'agrandir ou le 
rétrécir). Mais on peut aussi additionner deux fonctions, ou multiplier une fonction par un réel. Même chose 
avec les polynômes, les matrices... Le but est d'obtenir des théorèmes généraux qui s’appliqueront aussi bien 
aux vecteurs du plan, de l’espace, aux espaces de fonctions, aux polynômes, aux matrices. La contrepartie 
de cette grande généralité de situations est que la notion d’espace vectoriel est difficile à appréhender et 
vous demandera une quantité conséquente de travail ! Il est bon d’avoir d’abord étudié le chapitre « L'espace 
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d’exercices % Espaces vectoriels 


d’exercices # Applications linéaires 


vectoriel R' ». 


1. Espace vectoriel (début) 


Dans ce chapitre, K désigne un corps. Dans la plupart des exemples, ce sera le corps des réels R. 


1.1. Définition d’un espace vectoriel 


Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que l’on puisse additionner (et soustraire) 
deux vecteurs u,v pour en former un troisième u + y (ou u — y) et aussi afin que l’on puisse multiplier 


chaque vecteur u d’un facteur À pour obtenir un vecteur À :u. Voici la définition formelle : 


Définition 1. 
Un K-espace vectoriel est un ensemble non vide E muni : 


* d’une loi de composition interne, c’est-à-dire d’une application de E x E dans E: 


EXE — E 
(u,v) = u+v 


ESPACES VECTORIELS 1. ESPACE VECTORIEL (DÉBUT) 138 


. d’une loi de composition externe, c’est-à-dire d’une application de K x E dans E : 


KXxXE — E 
(Au) + À:u 


qui vérifient les propriétés suivantes : 

lLu+v=v+u (pourtousu,vEeE) 

2. u+(v+w)={(u+v)+w  (pourtousu,v,wEeE) 

3. Il existe un élément neutre OK EE telqueu+0;=u (pourtoutueE) 

4. Tout u € E admet un symétrique u’ tel que u + u’ = 04. Cet élément u’ est noté —u. 
5. l:u=u (pourtoutu€eE) 

6. A-(u:u)=(Au):u (pourtous AuUEeRK,uEeE) 

7. A:(u+v)=2:u+A:v (pourtous AeK,u,vEeE) 

8. (A+u):u=2:u+u:u (pourtous AueK,ueE) 


Nous reviendrons en détail sur chacune de ces propriétés juste après des exemples. 


1.2. Premiers exemples 


Exemple 1 (Le R-espace vectoriel R?). 
Posons K = R et E = R?. Un élément u € E est donc un couple (x, y) avec x élément de R et y élément de 
R. Ceci s'écrit 
R?={(x,yY)IxER,y ER}. 
« Définition de la loi interne. Si (x, y) et (x’, y’) sont deux éléments de R?, alors : 
(x,y)+(x,y)=(x+x,y + y). 
* Définition de la loi externe. Si À est un réel et (x, y) est un élément de R?, alors : 
À2-(x, y) = (Ax, y). 


L'élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0). Le symétrique de (x, y) est (—x,—y), que l’on 
note aussi —(x, y). 


L'exemple suivant généralise le précédent. C’est aussi le bon moment pour lire ou relire le chapitre « L'espace 
vectoriel R' ». 
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Exemple 2 (Le R-espace vectoriel R”'). 
Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Posons K = R et E = R". Un élément u € E est donc un n-uplet 


(X1, X2,..., Xn) avec X1,X2,...,x, des éléments de R. 

+ Définition de la loi interne. Si (x1,...,x,) et (x°,...,x?) sont deux éléments de R”, alors : 

/ / / / 
ren) Ps) Cire AC 
« Définition de la loi externe. Si À est un réel et (x:,...,x,) est un élément de R”, alors : 
2: G,...,x,) =(Ax1,...,2x,). 

L'élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0,...,0). Le symétrique de (x:,...,x,) est 
(—x1,...,—Xh), que l’on note —(x:,...,x,). 


De manière analogue, on peut définir le C-espace vectoriel C”, et plus généralement le K-espace vectoriel 
K’ 
Exemple 3. 


Tout plan passant par l’origine dans R* est un espace vectoriel (par rapport aux opérations habituelles sur les 
vecteurs). Soient K =R et E = # un plan passant par l’origine. Le plan admet une équation de la forme : 


ax+by+cz=0 


où a, bet c sont des réels non tous nuls. 


X 
Un élément u € E est donc un triplet (noté ici comme un vecteur colonne) (>) tel que ax + by +cz =0. 


x x! 

Soient ( ;) et (>) deux éléments de #. Autrement dit, 
z z! 

ax+by+cz = 0, 

et ax’+by'+cz! = 0. 


X+X 
Alors ( 5) est aussi dans car on a bien : 
z+z/ 


a(x+x)+b(y+7")+c(z+23)= 0. 
) appartient 
a 


sr te #14 0 : 
Les autres propriétés sont aussi faciles à vérifier : par exemple l’élément neutre est (0) ;etsi ( 
X . A 
y | appartient à 
Z 


à P, alors ax + by + cz = 0, que l’on peut réécrire a(—x) + b(—y)+c(—z) = 0 et ainsi —( 
B. 


Attention! Un plan ne contenant pas l’origine n’est pas un espace vectoriel, car justement il ne contient pas 
0 
le vecteur nul (o). 


1.3. Terminologie et notations 


Rassemblons les définitions déjà vues. 
- On appelle les éléments de E des vecteurs. Au lieu de K-espace vectoriel, on dit aussi espace vectoriel 
sur K. 
- Les éléments de K seront appelés des scalaires. 
+ L'élément neutre 0% s'appelle aussi le vecteur nul. Il ne doit pas être confondu avec l'élément 0 de K. 
Lorsqu'il n’y aura pas de risque de confusion, 0; sera aussi noté O. 
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. Le symétrique —u d’un vecteur u € E s'appelle aussi l'opposé. 

- La loi de composition interne sur E (notée usuellement +) est appelée couramment l'addition et u + u’ 
est appelée somme des vecteurs u et u’. 

. La loi de composition externe sur E est appelée couramment multiplication par un scalaire. La multipli- 
cation du vecteur u par le scalaire À sera souvent notée simplement lu, au lieu de À :u. 


Somme de n vecteurs. Il est possible de définir, par récurrence, l’addition de n vecteurs, n > 2. La structure 
d'espace vectoriel permet de définir l'addition de deux vecteurs (et initialise le processus). Si maintenant la 
somme de n — 1 vecteurs est définie, alors la somme de n vecteurs v:,v,...,v, est définie par 
Vi +Vo+e+v, = +vo+.+v 1) +. 
L’associativité de la loi + nous permet de ne pas mettre de parenthèses dans la somme v, + vo +--:+v,. 
n 
On notera v, +vo ++, = DR? 
i=1 
Mini-exercices. 
1. Vérifier les 8 axiomes qui font de R° un R-espace vectoriel. 


ax+by+cz = 0 
2. Idem pour une droite Z de R° passant par l’origine définie par : 
P Ê p . Ê a = 0. 
3. Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels : {(x, y) ER? | xy = 0}; 
{(x, y) ER?|x=1}; {(x,Y)ER?|x >0 et y >0}; {(x, y) € R? [—1<x<let—1<y< 1}. 
4. Montrer par récurrence que si les v; sont des éléments d’un K-espace vectoriel E, alors pour tous 
À; EK:Ay"+AV+-.-+2,V,€E. 


2. Espace vectoriel (fin) 


2.1. Détail des axiomes de la définition 


Revenons en détail sur la définition d’un espace vectoriel. Soit donc E un K-espace vectoriel. Les éléments 
de E seront appelés des vecteurs. Les éléments de K seront appelés des scalaires. 
Loi interne. 
La loi de composition interne dans E, C’est une application de E x E dans E : 

EXE — E 

(u,v) = u+v 
C'est-à-dire qu’à partir de deux vecteurs u et y de E, on nous en fournit un troisième, qui sera noté u + v. 
La loi de composition interne dans E et la somme dans K seront toutes les deux notées +, mais le contexte 
permettra de déterminer aisément de quelle loi il s’agit. 


Loi externe. 
La loi de composition externe, c’est une application de K x E dans E : 
KXxXE — E 
(Au) + :u 
C'est-à-dire qu’à partir d’un scalaire À e K et d’un vecteur ue E, on nous fournit un autre vecteur, qui sera 
noté À -u. 


Axiomes relatifs à la loi interne. 


1. Commutativité. Pour tous u,v EE, u + v = v +u. On peut donc additionner des vecteurs dans l’ordre 
que l’on souhaite. 
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2. Associativité. Pour tous u,v,w€eE,onau+(v+w)={(u+v)+w. Conséquence : on peut « oublier » les 
parenthèses et noter sans ambiguïté u + y + w. 


3. Il existe un élément neutre, c’est-à-dire qu’il existe un élément de E, noté 0%, vérifiant : pourtoutu€eE, 
u +0; = u (et on a aussi OK +u = u par commutativité). Cet élément 0; s'appelle aussi le vecteur nul. 


4. Tout élément u de E admet un symétrique (ou opposé), c'est-à-dire qu’il existe un élément u’ de E tel 
queu+u’ =0; (et on a aussi u’ +u = 0; par commutativité). Cet élément u’ de E est noté —u. 


Proposition 1. 
. S'il existe un élément neutre 0; vérifiant l’axiome (3) ci-dessus, alors il est unique. 
Soit u un élément de E. S’il existe un élément symétrique u’ de E vérifiant l’axiome (4), alors il est unique. 


Démonstration. 
+ Soient 0; et 0, deux éléments vérifiant la définition de l'élément neutre. On a alors, pour tout élément 
udeE: 
u+0r; =0ç+u=u et u+0-=0,+u=u 
— Alors, la première propriété utilisée avec u = 0’, donne 0°, + 0% = 0x +0 = 0%. 
— La deuxième propriété utilisée avec u = 0; donne 0g +0, = 0% + 0x = Og. 
— En comparant ces deux résultats, il vient Oz = 0;. 
+ Supposons qu'il existe deux symétriques de u notés u’ et u”’.On a: 


u+u/=u +u=Og et u+u”=u"+u=0g. 
Calculons u’ + (u +u”) de deux façons différentes, en utilisant l’associativité de la loi + et les relations 
précédentes. 
— u+(u+u”)=u +0; =u 
— u/+(u+u”)=(u +u)+u”=0,;+u”=u 
— On en déduit u’ =u”. 


1 


Remarque. 
Les étudiants connaissant la théorie des groupes reconnaîtront, dans les quatre premiers axiomes ci-dessus, 
les axiomes caractérisant un groupe commutatif. 


Axiomes relatifs à la loi externe. 

5. Soit 1 l'élément neutre de la multiplication de K. Pour tout élément u de E,on a 
l'u=u. 

6. Pour tous éléments 1 et u de K et pour tout élément u de E,ona 


A-(u-u)=(Axu):u. 


Axiomes liant les deux lois. 


7. Distributivité par rapport à l'addition des vecteurs. Pour tout élément À de K et pour tous éléments u et 
ydeE,ona 
ÀA-(u+v)=2-u+2:v. 
8. Distributivité par rapport à l'addition des scalaires. Pour tous À et u de K et pour tout élément u de E, 
on a: 
(A+u):u=2-u+u'u. 
La loi interne et la loi externe doivent donc satisfaire ces huit axiomes pour que (E,+,-) soit un espace 
vectoriel sur K. 
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2.2. Exemples 


Dans tous les exemples qui suivent, la vérification des axiomes se fait simplement et est laissée au soin des 
étudiants. Seules seront indiquées, dans chaque cas, les valeurs de l'élément neutre de la loi interne et du 
symétrique d’un élément. 
Exemple 4 (L'espace vectoriel des fonctions de R dans R). 
L'ensemble des fonctions f : R— R est noté Æ(R,R). Nous le munissons d’une structure de R-espace 
vectoriel de la manière suivante. 

. Loi interne. Soient f et g deux éléments de Z(R, R). La fonction f + g est définie par : 


VxeR (Ff+g)x)= f(x) +g(x) 
(où le signe + désigne la loi interne de Z(R, R) dans le membre de gauche et l'addition dans R dans le 
membre de droite). 
. Loi externe. Si À est un nombre réel et f une fonction de Z(R, R), la fonction 2 -f est définie par l’image 
de tout réel x comme suit : 
VxeR (2-f}(x)=2 x f(x). 
(Nous désignons par : la loi externe de Z(R, R) et par x la multiplication dans R. Avec l’habitude on 
oubliera les signes de multiplication : (Af (x) = Af(x).) 
+ Élément neutre. L'élément neutre pour l’addition est la fonction nulle, définie par : 


VxEeR f(x)=0. 


On peut noter cette fonction 0z(RR)- 
+ Symétrique. Le symétrique de l'élément f de Z(R, R) est l'application g de R dans R définie par : 


VxER g(x)=—f(x). 
Le symétrique de f est noté —f. 


Exemple 5 (Le R-espace vectoriel des suites réelles). 
On note # l’ensemble des suites réelles (u,),en. Cet ensemble peut être vu comme l’ensemble des applica- 
tions de N dans R; autrement dit % = Z(N,R). 
. Loi interne. Soient u = (u, ),en et v = (v,),en deux suites appartenant à 5. La suite u + v est la suite 
w = (w,)1en dont le terme général est défini par 


VneN w,=u, +" 
(où u,, + v, désigne la somme de u, et de v, dans R). 
. Loi externe. Si À est un nombre réel et u = (u,),en un élément de #, À -u est la suite v = (v,),en définie 
par 
VneN v, =À1xu 
où x désigne la multiplication dans R. 
+ Élément neutre. L'élément neutre de la loi interne est la suite dont tous les termes sont nuls. 
+ Symétrique. Le symétrique de la suite u = (u,),en est la suite u” = (u’ },en définie par : 
/ 
VAN, u,=-\ù,, 


Elle est notée —u. 


Exemple 6 (Les matrices). 

L'ensemble M, ,(R) des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans R est muni d’une structure 
de R-espace vectoriel. La loi interne est l’addition de deux matrices. La loi externe est la multiplication 
d’une matrice par un scalaire. L'élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coefficients 
sont nuls). Le symétrique de la matrice À — (a; ;) est la matrice (—a; ;). De même, l’ensemble M, ,(K) des 
matrices à coefficients dans K est un K-espace vectoriel. 


Autres exemples : 
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1. L'espace vectoriel R[X] des polynômes P(X) = a,X"+:.:+a,X? + aX + @o. L'addition est l'addition de 
deux polynômes P(X) + Q(X), la multiplication par un scalaire À ER est À : P(X). L'élément neutre est 
le polynôme nul. L’opposé de P(X) est —P(X). 

2. L'ensemble des fonctions continues de R dans R; l’ensemble des fonctions dérivables de KR dans R.... 

3. C est un R-espace vectoriel : addition z + z/ de deux nombres complexes, multiplication Àz par un 


scalaire À € R. L'élément neutre est le nombre complexe 0 et le symétrique du nombre complexe z est 
=#; 


2.3. Règles de calcul 


Proposition 2. 

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soient u € E et À e K. Alors on a : 
1. O‘u=0x 

2. A-O0r =0r 

3. (—-1)-u =-u 


4 |2:u=0r > À =0 ou u=0r 


L'opération qui à (u, v) associe u + (—v) s'appelle la soustraction. Le vecteur u + (—v) est noté u — v. Les 
propriétés suivantes sont satisfaites : A(u — v) = Au — Àv et (À — u)u = Au — uu. 


Démonstration. Les démonstrations des propriétés sont des manipulations sur les axiomes définissant les 
espaces vectoriels. 


1. + Le point de départ de la démonstration est l'égalité dans K : 0+0= 0. 

. D'où, pour tout vecteur de E, l'égalité (0 +0):u =0:u. 

. Donc, en utilisant la distributivité de la loi externe par rapport à la loi interne et la définition de 
l'élément neutre, on obtient O‘u+0-:u—=0:u. On peut rajouter l’élément neutre dans le terme de 
droite, pour obtenir : O:u+0:u—=0:u+0z. 

. En ajoutant —(0 :u) de chaque côté de l'égalité, on obtient : O0 -u = Oz. 

2. La preuve est semblable en partant de l'égalité 0% +0; = Ok. 
3. Montrer (—1) :u = —u signifie exactement que (—1) : u est le symétrique de u, c’est-à-dire vérifie 
u+(—-1):u =0;. En effet : 
u+(—-l):u=l:u+(-1l):u=(1+(-1)):u=0:u=0%. 
4. On sait déjà que si À=0 ou u = 0%, alors les propriétés précédentes impliquent À : u = Or. 
Pour la réciproque, soient À € K un scalaire et u € E un vecteur tels que À -u = Og. 
Supposons À différent de 0. On doit alors montrer que u = 0;. 

+ Comme À £ 0, alors À est inversible pour le produit dans le corps K. Soit À ! son inverse. 

+ En multipliant par À ! les deux membres de l'égalité À -u = Oÿ, il vient : A !:(A:u)= A !.0,. 

+ D'où en utilisant les propriétés de la multiplication par un scalaire (A7! x A)-u = 04 et donc 1-u = Oz. 

+ D’oùu—= 0x. 


Mini-exercices. 
1. Justifier si les objets suivants sont des espaces vectoriels. 


(a) L'ensemble des fonctions réelles sur [0,1], continues, positives ou nulles, pour l’addition et le 
produit par un réel. 
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(b) L'ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lim,_,,. f(x) = 0 pour les mêmes opérations. 
(c) L'ensemble des fonctions sur R telles que f(3) = 7. 

(d) L'ensemble R° pour les opérations x ® y = xy et A-x — x} (ER). 

(e) L'ensemble des points (x, y) de R? vérifiant sin(x + y) = 0. 

(f) L'ensemble des vecteurs (x, y,z) de R° orthogonaux au vecteur (—1,3,—2). 

(g) L'ensemble des fonctions de classe €? vérifiant f/ + f = 0. 

(h) L'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant |; f(x) sin x dx = 0. 

(i) L'ensemble des matrices fé al € M(R) vérifiant a + d = 0. 


2. Prouver les propriétés de la soustraction : A-(u—v)=A:u—A-vet(A—u):u=A:u—u:u. 


3. Sous-espace vectoriel (début) 


Il est vite fatiguant de vérifier les 8 axiomes qui font d’un ensemble un espace vectoriel. Heureusement, il 
existe une manière rapide et efficace de prouver qu’un ensemble est un espace vectoriel : grâce à la notion 
de sous-espace vectoriel. 


3.1. Définition d’un sous-espace vectoriel 


Définition 2. 

Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel si : 
OK EF, 
eu+verFr pourtousu,vEeF, 
° A:uEeF pourtout ekKettoutuerF. 


Remarque. 
Expliquons chaque condition. 


. La première condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi être dans F. En fait il suffit même de 
prouver que F est non vide. 

* La deuxième condition, c’est dire que F est stable pour l'addition : la somme u + v de deux vecteurs u, v 
de F est bien sûr un vecteur de E (car E est un espace vectoriel), mais ici on exige que u + v soit un 
élément de F. 

. La troisième condition, c’est dire que F est stable pour la multiplication par un scalaire. 


Exemple 7 (Exemples immédiats). 
1. L'ensemble F — {Cx, yY)ER?|x+7y= 0} est un sous-espace vectoriel de R?. En effet : 


(a) (0,0)€F, 


(b) siu = (x, y1) et v = (x, y2) appartiennent à F, alors x, + y, = 0 et x: + y, = 0 donc (x; + x2) + 
(Y1+Y2)=0etainsiu+v=(x; +X2,y1 +y2) appartientàF, 


(c) siu=(x,y)eFet 2€ R, alors x + y =0 donc Àx + y = 0, d’où Au EF. 
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2. L'ensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions 
de R dans R. Preuve : la fonction nulle est continue ; la somme de deux fonctions continues est continue ; 
une constante fois une fonction continue est une fonction continue. 


3. L'ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des suites 
réelles. 


Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels. 
Exemple 8. 


1. L'ensemble F;, = {Cx, Y)ER?|x+y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet le vecteur 
nul (0,0) n'appartient pas à F1. 
2. L'ensemble F, = {(x, y) ER?|x=0 ou y = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet les 


vecteurs u = (1,0) et v = (0,1) appartiennent à F;, mais pas le vecteur u + v = (1,1). 


3. L'ensemble F; — {Cx, y) ER?|x>0et y > 0} n'est pas un sous-espace vectoriel de R2. En effet le 
vecteur u = (1,1) appartient à F3 mais, pour À = —1, le vecteur —u = (—1,—1) n'appartient pas à F3. 


F 


3.2. Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel 


La notion de sous-espace vectoriel prend tout son intérêt avec le théorème suivant : un sous-espace vectoriel 
est lui-même un espace vectoriel. C’est ce théorème qui va nous fournir plein d'exemples d'espaces vectoriels. 


Théorème 1. 
Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F est lui-même un K-espace vectoriel 
pour les lois induites par E. 


Méthodologie. Pour répondre à une question du type « L'ensemble F est-il un espace vectoriel? », une 
façon efficace de procéder est de trouver un espace vectoriel E qui contient F, puis prouver que F est un 
sous-espace vectoriel de E. Il y a seulement trois propriétés à vérifier au lieu de huit! 
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Exemple 9. 


1. Est-ce que l’ensemble des fonctions paires (puis des fonctions impaires) forme un espace vectoriel (sur 
KR avec les lois usuelles sur les fonctions) ? 


Notons l’ensemble des fonctions paires et .# l’ensemble des fonctions impaires. Ce sont deux sous- 
ensembles de l’espace vectoriel Z(R,R) des fonctions. 


P={f € F(RR)|Vx ER, f(-x) = f(x)} 
S = {f € F(RR)| Vx ER, f(x) =-f(x)} 
P et .$ sont des sous-espaces vectoriels de Z(R, R). C’est très simple à vérifier, par exemple pour Z : 
(a) la fonction nulle est une fonction paire, 
(b) sif,ge alors f+geP, 
(c) sifePetsiAER alors Af EP. 
Par le théorème 1, Z est un espace vectoriel (de même pour #). 


2. Est-ce que l’ensemble , des matrices symétriques de taille n est un espace vectoriel (sur R avec les lois 
usuelles sur les matrices) ? 


#, est un sous-ensemble de l’espace vectoriel M,(R). Et c’est même un sous-espace vectoriel. Il suffit en 
effet de vérifier que la matrice nulle est symétrique, que la somme de deux matrices symétriques est 
encore symétrique et finalement que le produit d’une matrice symétrique par un scalaire est une matrice 
symétrique. Par le théorème 1, , est un espace vectoriel. 


Preuve du théorème 1. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel (E, +, -). La stabilité de F pour 
les deux lois permet de munir cet ensemble d’une loi de composition interne et d’une loi de composition 
externe, en restreignant à F les opérations définies dans E. Les propriétés de commutativité et d’associativité 
de l'addition, ainsi que les quatre axiomes relatifs à la loi externe sont vérifiés, car ils sont satisfaits dans E 
donc en particulier dans F, qui est inclus dans E. 

L'existence d’un élément neutre découle de la définition de sous-espace vectoriel. Il reste seulement à justifier 
quesiu€e F, alors son symétrique —u appartient à F. 

Fixons u € F. Comme on a aussi u € E et que E est un espace vectoriel alors il existe un élément de F, noté 
—u, tel que u +(—u) = 0%. Comme u est élément de F, alors pour À = —1, (—1)u € F. Et ainsi —u appartient 
à F. 


Un autre exemple d’espace vectoriel est donné par l’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène. 
Soit AX = 0 un système de n équations à p inconnues : 


dj -.. dip X] 0 


dn1 --- da p 


On a alors 
Théorème 2. 


Soit A € M; )(R). Soit AX — 0 un système d'équations linéaires homogènes à p variables. Alors l’ensemble 
des vecteurs solutions est un sous-espace vectoriel de RP. 


Démonstration. Soit F l’ensemble des vecteurs X € R? solutions de l’équation AX = 0. Vérifions que F est 
un sous-espace vectoriel de R?. 
. Le vecteur 0 est un élément de F. 
. Fest stable par addition : si X et X’ sont des vecteurs solutions, alors AX = 0 et AX’ = 0, donc 
A(X +X')=AX +AX'=0,etainsiX+X'EerF. 
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* Fest stable par multiplication par un scalaire : si X est un vecteur solution, on a aussi A(AX) = A(AX) = 
À0 = 0, ceci pour tout À € R. Donc AX EF. 


Exemple 10. 

Considérons le système 
1 —2 3 x (0 
2 —4 6 y |={| 0 
3 —6 9 z (0 


L'ensemble des solutions F € R° de ce système est : 
F = (= -ñty=sss t) Is, tER}. 


Par le théorème 2, F est un sous-espace vectoriel de R°. Donc par le théorème 1, F est un espace vectoriel. 
Une autre façon de voir les choses est d’écrire que les éléments de F sont ceux qui vérifient l'équation 
(x = 2y —3z). Autrement dit, F est d’équation (x —2y + 3z = 0). L'ensemble des solutions F est donc un 
plan passant par l’origine. Nous avons déjà vu que ceci est un espace vectoriel. 


Mini-exercices. 

Parmi les ensembles suivants, reconnaître ceux qui sont des sous-espaces vectoriels : 
. {(x, y,2) ERŸ |x+y =0} 

; {(x,y,2,1)ER4|x = tety=2} 
: {(x, y, 2) ER°|z= 1} 

. {(x, y) € R2|x?+xy > 0} 

| {(x, y) € R2|x?+y?2> 1} 
.{feFRRIF(0)=1} 

. {f EF(RR)|f(1)=0} 

? {f € FR, KR) | f est croissante } 
| {()nen | (u,) tend vers 0} 


D © J OO OU BR © ND mn 


4. Sous-espace vectoriel (milieu) 


4.1. Combinaisons linéaires 


Définition 3. 

Soit n > 1 un entier, soient V1, V>,...,v,, ñn Vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme 
u= À + Av ++ 2,v, 

(où A1, À», ..., À, sont des éléments de K) est appelé combinaison linéaire des vecteurs v;,v2,...,v. 

Les scalaires À, 2,...,À, sont appelés coefficients de la combinaison linéaire. 


Remarque : Si n = 1, alors u = À;v, et on dit que u est colinéaire à v:. 


Exemple 11. 


1. Dans le R-espace vectoriel R°, (3,3, 1) est combinaison linéaire des vecteurs (1,1,0) et (1,1,1)carona 
l'égalité 
(3:3,19=2(1,1,0) (11,7): 
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2. Dans le R-espace vectoriel R?, le vecteur u = (2, 1) n’est pas colinéaire au vecteur v, = (1,1) car s’il 
l'était, il existerait un réel À tel que u = Av, ce qui équivaudrait à l'égalité (2, 1) = (A, À). 


3. Soit E = F(R, R) l’espace vectoriel des fonctions réelles. Soient f,, f1, f2 et f; les fonctions définies par : 
Vrxer f(x)=1 fG)=x, fx) = x7, fG) = x. 
Alors la fonction f définie par 
VxerR f(x)=x" 2x7 7x 4 
est combinaison linéaire des fonctions fo, f1, f2, f: puisque l’on a l'égalité 


f = f3—-2f2—7f1 —4f0. 


1 1 
4. Dans M; 3(R), on considère À = k  d 


d’une combinaison linéaire de matrices élémentaires (des zéros partout, sauf un 1) : 


PMR UT EST de ER Lo: 
(0 0 0 0 O0 0 0 O0 0 0 1 0 0 O 1} 


Voici deux exemples plus compliqués. 


} On peut écrire À naturellement sous la forme suivante 


Exemple 12. 

1 6 à 9 D 
Soient u = ( 2) et v = (4) deux vecteurs de R°. Montrons que w = (2) est combinaison linéaire de u et v. 
On cherche donc À et u tels que w = Au + uv : 


9 1 6 À 6u À1+6u 
2]=2A| 2 |+u|4|]=|22 |+| 4u |=|22+4u 
7 —1 2 —À 2u —À+2u 
On a donc 
9 = À1+6u 
2 = 21+4u 
7 = —}+2y. 
Une solution de ce système est (A = —3,u = 2), ce qui implique que w est combinaison linéaire de u et v. 
On vérifie que l’on a bien 
9 1 6 
2 |=-3 +2|4 
7 —1 2 


Exemple 13. 


; 1 6 4 2 re os 
Soient u = ( 2) et y = (4). Montrons que w = (2) n’est pas une combinaison linéaire de u et v. L'égalité 


4 1 6 4 = À+6u 
—1|=2| 2 |+u|4 équivaut au système —1 = 21+4u 
8 _] 2 8 —= —À+2y. 


Or ce système n’a aucune solution. Donc il n'existe pas À,u € R tels que w = Au + uv. 


4.2. Caractérisation d’un sous-espace vectoriel 


Théorème 3 (Caractérisation d’un sous-espace par la notion de combinaison linéaire). 
Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement 
si 

Au+uverF pour tousu,veF ettous À,u € K. 


Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F appartient à F. 


ESPACES VECTORIELS 4. SOUS-ESPACE VECTORIEL (MILIEU) 149 


Démonstration. 
* Supposons que F soit un sous-espace vectoriel. Et soient u,v € F, À,u € K. Alors par la définition de 
sous-espace vectoriel : Au € F et uv € F et ainsi Au+uverF. 
* Réciproquement, supposons que pour chaque u,veF,À,ueKona/u+uver. 
— Comme F n’est pas vide, soient u, v € F. Posons À = u = 0. Alors Au + uv =0KE€F. 
— Siu,veF, alors en posant À=u=1onobtientu+ver. 
— SiueFetAeK (et pour n'importe quel v, en posant u = 0), alors Au EF. 


4.3. Intersection de deux sous-espaces vectoriels 


Proposition 3 (Intersection de deux sous-espaces). 
Soient F,G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. l'intersection F N G est un sous-espace 
vectoriel de E. 


On démontrerait de même que l'intersection F, NF,NF3N:---.NF, d’une famille quelconque de sous-espaces 
vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E. 


Démonstration. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 
° 0K5€F,0K € G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E; donc0; € FNG. 
. Soient u et y deux vecteurs de F NG. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u, v € F implique 
u+vyeF.De même u,v€eG impliqueu+veG.Doncu+veFNG. 
. Soientue FNGet À € K. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u € F implique Àu € F. De 
même u € G implique Au € G. Donc Âue FNG. 
Conclusion : F N G est un sous-espace vectoriel de E. 


Exemple 14. 
Soit 2 le sous-ensemble de R° défini par : 


D={(x,y,2)ER°|x+3y+2=0 et x — y +22 = 0}. 


Est-ce que % est sous-espace vectoriel de R° ? L'ensemble % est l'intersection de F et G, les sous-ensembles 
de R° définis par : 


F={(x,y,2)ER°|x+3y+2=0} 
G= {(x, 7,2) ER$ | x — y +22 = 0} 


Ce sont deux plans passant par l’origine, donc des sous-espaces vectoriels de R°. Ainsi Z = F NG est un 
sous-espace vectoriel de R*, c’est une droite vectorielle. 
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Remarque. 

La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. Prenons 
par exemple E = R?. Considérons les sous-espaces vectoriels F — {Cx, | 0} et G= {Cx, Y)|y= 0}. 
Alors F U G n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. Par exemple, (0,1)+(1,0) = (1,1) est la somme d’un 
élément de F et d’un élément de G, mais n’est pas dans FUG. 


Mini-exercices. 


—2 2 : PR 
1. Peut-on trouver t ER tel que les vecteurs ( V2 je (4 at ie) soient colinéaires ? 
1 


1 —1 
2. Peut-on trouver t € R tel que le vecteur (æ) soit une combinaison linéaire de (3) et ( 1 ) ? 


5. Sous-espace vectoriel (fin) 


5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels 


Comme la réunion de deux sous-espaces vectoriels F et G n’est pas en général un sous-espace vectoriel, il 
est utile de connaître les sous-espaces vectoriels qui contiennent à la fois les deux sous-espaces vectoriels F 
et G, et en particulier le plus petit d’entre eux (au sens de l'inclusion). 


Définition 4 (Définition de la somme de deux sous-espaces). 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. L'ensemble de tous les éléments 
u + y, où u est un élément de F et v un élément de G, est appelé somme des sous-espaces vectoriels F et 
G. Cette somme est notée F + G. On a donc 


F+G={u+v|uer,veG}. 
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Proposition 4. 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E. 


1. F+G est un sous-espace vectoriel de E. 


2. F+G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant à la fois F et G. 


Démonstration. 


1. Montrons que F + G est un sous-espace vectoriel. 


0:€F,0,€G,donc0O; =05+0$€eF+G. 

Soient w et w’ des éléments de F + G. Comme w est dans F + G, il existe u dans F et v dans G tels 
que w =u+v. Comme w’ est dans F + G, il existe u” dans F et v”’ dans G tels que w’ = u’ + v’. Alors 
w+w =(u+v)+(u+v)={(u+u)+(v+v)eF+G,caru+u eFetvy+veG. 

Soit w un élément de F + G et À € K. Il existe u dans F et v dans G tels que w = u + v. Alors 
Aw=A(u+v)=(Au)+(Av)eF+G,car AuEeFet Àv EG. 


L'ensemble F + G contient F et contient G : en effet tout élément u de F s'écrit u = u +0 avec u 
appartenant à F et 0 appartenant à G (puisque G est un sous-espace vectoriel), donc u appartient à 
F + G. De même pour un élément de G. 

Si H est un sous-espace vectoriel contenant F et G, alors montrons que F + G € H. C’est clair : si 
u € F alors en particulier u € H (car F C H), de même si v € G alors v € H. Comme H est un 
sous-espace vectoriel, alors u + v EH. 


Exemple 15. 
Déterminons F + G dans le cas où F et G sont les sous-espaces vectoriels de R° suivants : 


F={(x,y,2)ER°|y=2=0} et G={(x,y,2)ER°|x=2=0}. 


Un élément w de F + G s'écrit w = u + y où u est un élément de F et v un élément de G. CommeueF 
alors il existe x € R tel que u = (x,0,0), et comme v € G il existe y € R tel que v = (0, 7,0). Donc 
w = (x, y,0). Réciproquement, un tel élément w = (x, y,0) est la somme de (x,0,0) et de (0, y,0). Donc 
F+G=— 10 y,2)ER°|z= 0}. On voit même que, pour cet exemple, tout élément de F + G s'écrit de 
façon unique comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G. 


Exemple 16. 
Soient F et G les deux sous-espaces vectoriels de R° suivants : 


F = {(x,y,2) ER | x =0} et G={(x,y,2)ER°| y =0}. 
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Dans cet exemple, montrons que F + G = R°. Par définition de F + G, tout élément de F + G est dans R°. 
Mais réciproquement, si w = (x, y,z) est un élément quelconque de R° : w=(x,y,z) =(0,y,z)+(x,0,0), 
avec (0, y,z)€ F et (x, 0,0) € G, donc w appartient à F +G. 

Remarquons que, dans cet exemple, un élément de R° ne s’écrit pas forcément de façon unique comme la 
somme d’un élément de F et d’un élément de G. Par exemple (1,2,3) = (0,2,3)+(1,0,0) = (0, 2,0)+(1,0, 3). 


5.2. Sous-espaces vectoriels supplémentaires 


Définition 5 (Définition de la somme directe de deux sous-espaces). 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont en somme directe dans E si 
° FNG=— {0x}, 
° F+G=E. 

On note alors F&G=E. 


Si F et G sont en somme directe, on dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. 


Proposition 5. 
F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément de E s'écrit d'une manière unique comme 
la somme d’un élément de F et d’un élément de G. 


Remarque. 

. Dire qu’un élément w de E s'écrit d’une manière unique comme la somme d’un élément de F et d’un 
élément de G signifie que siw=u+vavecu€eF,veGetw=u +v'avecu EF, v' EG alorsu=u 
et y =’. 

+ On dit aussi que F est un sous-espace supplémentaire de G (ou que G est un sous-espace supplémentaire 
de F). 

. Il n’y a pas unicité du supplémentaire d’un sous-espace vectoriel donné (voir un exemple ci-dessous). 

* L'existence d’un supplémentaire d’un sous-espace vectoriel sera prouvée dans le cadre des espaces 
vectoriels de dimension finie. 


Démonstration. 
* Supposons E = F &G et montrons que tout élément u € E se décompose de manière unique. Soient donc 
u=v+wetu = v'+w avec v,ve Fetw,w’ € G. On a alors v+w = v’+w’, donc y—v’ = w/—w. Comme 
F est un sous-espace vectoriel alors v —v’ € F, mais d’autre part G est aussi un sous-espace vectoriel 
donc w’—w € G. Conclusion : v—v=w —weFNG. Mais par définition d'espaces supplémentaires 
FNG= {0}, donc v —v’ = 0, et aussi w’ —w = 04. On en déduit v = v”’ et w = w’, ce qu’il fallait 
démontrer. 
* Supposons que tout u € E se décompose de manière unique et montrons E=F@G. 
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— Montrons FNG={0;}.SiueFNG, il peut s’écrire des deux manières suivantes comme somme 
d’un élément de F et d’un élément de G : 
u=0r+u et u=u+Or. 
Par l’unicité de la décomposition, u = Oz. 
— Montrons F+G = E.Iln'y rien à prouver, car par hypothèse tout élément u se décompose en u = v+w, 
avecveFetweG. 


Exemple 17. 

1. Soient F = {(x,0)ER?|xeR}etG={(0,y)ER?|y ER}. 
Montrons que F @ G = R°. La première façon de le voir est que l’on a clairement F NG = {(0,0)} et que, 
comme (x, y)=(x,0)+(0, y), alors F + G = IR?. Une autre façon de le voir est d’utiliser la proposition 
5, car la décomposition (x, y) =(x,0)+(0,y) est unique. 


2. Gardons F et notons G’ — {(x, x)eR?|xe R}. Montrons que l’on a aussi F ® G/ = R? : 
(a) Montrons F NG’ = {(0,0)}. Si (x,y) € F NG' alors d’une part (x, y) € F donc y = 0, et aussi 
(x, y) € G’ donc x = y. Ainsi (x, y) = (0,0). 
(b) Montrons F + G’/ = R?. Soit u = (x, y) € R?. Cherchons v € F et w € G’ tels que u = v +w. Comme 
v=(x1,71)€ F alors y, = 0, et comme w = (x;, y) € G’ alors x, = y. Il s’agit donc de trouver x; 
et x, tels que 


(x, y) == (x; 0) + (22, X2). 
Donc (x, y) = (x + X2,X2). Ainsi x = x1 + X) et y = X2, d’où x, = x — y et x, = y. On trouve bien 
(x, y) = =, 0) 0 Y) 
qui prouve que tout élément de R? est somme d’un élément de F et d’un élément de G/. 
3. De façon plus générale, deux droites distinctes du plan passant par l’origine forment des sous-espaces 
supplémentaires. 
Exemple 18. 
Est-ce que les sous-espaces vectoriels F et G de R° définis par 
F={(x,y,:)ER°|x-y-—2=0} et G={(x,y,2)ER°|y=2=0} 


sont supplémentaires dans R° ? 
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1. Il est facile de vérifier que F N G = {0}. En effet si l'élément u = (x, y,z) appartient à l’intersection de F 
et de G, alors les coordonnées de u vérifient : x — y —z = 0 (car u appartient à F), et y =z =0 (caru 
appartient à G), donc u = (0,0,0). 

2. Il reste à démontrer que F + G =R*. 

Soit donc u = (x, y,z) un élément quelconque de R° ; il faut déterminer des éléments v de F et w de 


G tels que u = v + w. L'élément v doit être de la forme v = (y1 +21, 1,21) et l'élément w de la forme 
w = (x2,0,0). On a u = v +w si et seulement si y1 = y, 31 =%, X2 =xX— y —z. On a donc 


(x, 7,3) = (y +3,y,z)+(x— y —3,0,0) 
avec y = (y +2, y,z) dans F et w=(x— y—2,0,0) dans G. 


Conclusion : F@G=R*. 


Exemple 19. 
Dans le R-espace vectoriel Z(R, R) des fonctions de R dans R, on considère le sous-espace vectoriel des 
fonctions paires # et le sous-espace vectoriel des fonctions impaires .#. Montrons que  @.# = Æ(R,R). 


1. Montrons # NS — {0m}: 
Soit f € PN.$, c’est-à-dire que f est à la fois une fonction paire et impaire. Il s’agit de montrer que f est 
la fonction identiquement nulle. Soit x € R. Comme f(—x) = f(x) (car f est paire) et f(—x) =—-f(x) 
(car f est impaire), alors f(x) = —f(x), ce qui implique f(x) = 0. Ceci est vrai quel que soit x ER; 
donc f est la fonction nulle. Ainsi # N.£ = {0z(mRRr)}- 

2. Montrons  +.# = F(R, R). 
Soit f € FR, R). Il s’agit de montrer que f peut s’écrire comme la somme d’une fonction paire et d’une 
fonction impaire. 
Analyse. Si f =g+h,avecg e @,h€e.f, alors pour tout x, d’une part, (a) f(x) = g(x) +h(x), et 
d'autre part, (b) f(—x) = g(—x) +h(—x) = g(x) —h(x). Par somme et différence de (a) et (b), on tire 
que 


ED nu no 
Synthèse. Pour f € F(R,R), on définit deux fonctions g,h par g(x) = FES et (x) = — 
Alors d’une part f(x) = g(x) + h(x) et d'autre part g € @ (vérifier g(—x) = g(x)) et h € .S (vérifier 
h(—x) = —-h(x)). Bilan : # +.$ = F(R,R). 


En conclusion, # et .# sont en somme directe dans Z(R, R) : # @.# = (R,R). Notez que, comme le 
prouvent nos calculs, les g et h obtenus sont uniques. 


5.3. Sous-espace engendré 


Théorème 4 (Théorème de structure de l’ensemble des combinaisons linéaires). 
Soit {v1,...,v,} un ensemble fini de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors : 
* L'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v,...,v,} est un sous-espace vectoriel de E. 
+ C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de l'inclusion) contenant les vecteurs v,,...,v,. 


Notation. Ce sous-espace vectoriel est appelé sous-espace engendré par v,,...,v, etest noté Vect(v:,...,v,). 
On a donc 


ue Vect(v.,...,v,) <= ilexiste À,,...,1A,€RK telsque u=A;v +--:+2,v, 
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Remarque. 
. Dire que Vect(v1,..., v,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs v1,...,v, signi- 
fie que si F est un sous-espace vectoriel de E contenant aussi les vecteurs v,,...,v, alors Vect(v;,,...,v,) € 
F. 


* Plus généralement, on peut définir le sous-espace vectoriel engendré par une partie Ÿ quelconque (non 
nécessairement finie) d’un espace vectoriel : Vect Ÿ est le plus petit sous-espace vectoriel contenant Ÿ. 


Exemple 20. 


1. E étant un K-espace vectoriel, et u un élément quelconque de E, l’ensemble Vect{(u) = {Au | À e K} est 
le sous-espace vectoriel de E engendré par u. Il est souvent noté Ku. Si u n’est pas Le vecteur nul, on 
parle d’une droite vectorielle. 


K = Vect(u) 


Vect(u, v) 


2. Siu et v sont deux vecteurs de E, alors Vect{u, v) = {au+ uvlAue K}. Siu et v ne sont pas colinéaires, 
alors Vect(u, v) est un plan vectoriel. 


: 1 1 : : 
3. Soient u = (:) et y = (2) deux vecteurs de R°. Déterminons # = Vect(u, v). 


X X 
(>) e Vect(u,v) (>) —=Àu+uv pour certains AU ER 
| = G)=2()+40) 
2 LI PES 
x = À+u 
y = À+2u 
3 = À1+3u 
Nous obtenons bien une équation paramétrique du plan Z passant par l’origine et contenant les vecteurs 
u et y. On sait en trouver une équation cartésienne : (x —2y +z=0). 


Exemple 21. 
Soient E l’espace vectoriel des applications de R dans R et f, f1, f2 les applications définies par : 


VxER  fox)=1 flx)=x et f(x) = x. 


Le sous-espace vectoriel de E engendré par {f6, f1, f2} est l’espace vectoriel des fonctions polynômes f de 
degré inférieur ou égal à 2, c’est-à-dire de la forme f(x) =ax?+bx+c. 


Méthodologie. On peut démontrer qu’une partie F d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de 
E en montrant que F est égal à l’ensemble des combinaisons linéaires d’un nombre fini de vecteurs de E. 


Exemple 22. 
Est-ce que F = {(x,y,z)E R°|x—y—2 =0} est un sous-espace vectoriel de R$ ? 
Un triplet de R est élément de F si et seulement si x = y +3. Donc u est élément de F si et seulement s’il 
peut s’écrire u = (y +2, y,z). Or, on a l'égalité 

(y +2,y,2) = y(1,1,0)+2(1,0,1). 
Donc F est l’ensemble des combinaisons linéaires de CL 1,0),(1,0, 1)}. C’est le sous-espace vectoriel 
engendré par {(1, 1,0),(1,0, 1)} : F = Vect {(1, 1,0),(1,0, 1)}. C’est bien un plan vectoriel (un plan passant 
par l’origine). 
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Preuve du théorème 4. 
1. On appelle F l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v,,...,v,}. 
(a) 04€ F car F contient la combinaison linéaire particulière Ov, + --:+0Ov,. 


(b) Siu,ve F alors il existe À,,...,1, € K tels que u = Av, +:::+2,v, et ,...,u, € K tels que 
v=uv +-:-+u,v,. On en déduit que u + v =(A; +u;)v +-:-+(A, + u,)v, appartient bien à F. 
(c) De même, A:u=(AA;)v +:-.:+(A4,)v, EF. 
Conclusion : F est un sous-espace vectoriel. 
2. Si G est un sous-espace vectoriel contenant {v:,..., v,}, alors il est stable par combinaison linéaire ; il 


contient donc toute combinaison linéaire des vecteurs {v1,...,v,}. Par conséquent F est inclus dans G : 
F est le plus petit sous-espace (au sens de l’inclusion) contenant {v,,...,v,}. 


Mini-exercices. 
1. Trouver des sous-espaces vectoriels distincts F et G de R° tels que 
(a) F+G=R°etFNG {0}; 
(b) F+G£R°etFNG= {0}; 
(©) F+G=R° et FNG= {0}; 
(d) F+GZR°et FNG Z {0}. 
2. Soient F = {Cx, 7,2) ER°|x+y+z= 0} et G = Vect {(1, 1, 1)} CR°. 


(a) Montrer que F est un espace vectoriel. Trouver deux vecteurs u, v tels que F = Vect{u, v). 
(b) Calculer F NG et montrer que F +G = R°. Que conclure ? 

3. Soient À = fé oh B = (# ch C = fo da D = (2 a) des matrices de M,(R). 
(a) Quel est l’espace vectoriel F engendré par À et B ? Idem avec G engendré par C et D. 


(b) Calculer F NG. Montrer que F + G = M,(R). Conclure. 


6. Application linéaire (début) 


6.1. Définition 
Nous avons déjà rencontré la notion d’application linéaire dans le cas f : R? — R" (voir le chapitre 
« L'espace vectoriel R" >). Cette notion se généralise à des espaces vectoriels quelconques. 
Définition 6. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F est une application linéaire si 
elle satisfait aux deux conditions suivantes : 


1. f(u+v)=f(u)+f(v), pourtousu,veE; 
2. f(A-:u)=2:f(u), pour toutueE ettout À€K. 


Autrement dit : une application est linéaire si elle « respecte » les deux lois d’un espace vectoriel. 


Notation. L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E,F). 
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6.2. Premiers exemples 


Exemple 23. 
L'application f définie par 
f: KR — KR 
(x,7,z) — (-—2x, y +32) 
est une application linéaire. En effet, soient u = (x, y,z) et v =(x”,y’,z) deux éléments de R° et À un réel. 
f(u+v) = f(x+x,y+7y/,2+2) 
= (—2(x+x),y+y/+3(2+2/)) 
(—2x, y +3z)+(—2x", y’ +32) 
= f(u)+f(v) 


et 

f(A-u) f(Ax, y, Az) 
(—22x, y +322) 
2:-(—2x, y +32) 
= À:f(u) 


Toutes les applications ne sont pas des applications linéaires ! 


Il 


Exemple 24. 
Soit f : R — R l'application définie par f(x) = x?. On a f(1) = 1 et f(2) = 4. Donc f(2) £ 2: f(1). Ce qui 
fait que l’on n’a pas l'égalité f(Ax) = Af(x) pour un certain choix de À, x. Donc f n’est pas linéaire. Notez 
que l’on n’a pas non plus f(x + x’) = f(x) + f(x’) dès que xx’ # 0. 
Voici d’autres exemples d'applications linéaires : 
1. Pour une matrice fixée À € M, ,(R), l'application f : R? — R” définie par 
F(X)=AX 
est une application linéaire. 

2. L'application nulle, notée Oc(gr) : 

f:E—F f(u) =0}; pourtoutueE. 
3. L'application identité, notée id; : 


f:E—E f{u)=u pourtoutu€eE. 


6.3. Premières propriétés 


Proposition 6. 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est une application linéaire de E dans F, alors : 
° (Or) = Or, 
+ f(—u)=-f(u), pour toutueE. 


Démonstration. Il suffit d'appliquer la définition de la linéarité avec À = 0, puis avec À = —1. 


Pour démontrer qu’une application est linéaire, on peut aussi utiliser une propriété plus « concentrée », 
donnée par la caractérisation suivante : 


Proposition 7 (Caractérisation d’une application linéaire). 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F. L'application f est linéaire si et 
seulement si, pour tous vecteurs u et v de E et pour tous scalaires À et u de K, 


FOu+uv)= 2Af(u)+uf(v). 
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Plus généralement, une application linéaire f préserve les combinaisons linéaires : pour tous À,,...,1,€K 
et tous V1,...,V, €E,ona 


FO en AV) = Af (v1) He Au] On) 


Démonstration. 


. Soit f une application linéaire de E dans F. Soient u,v eE, À,u € K. En utilisant les deux axiomes de 
la définition, on a 


FOu+pv)= f(Au) + f(uv)= 2f(u)+ uf(v). 


* Montrons la réciproque. Soit f : E — F une application telle que f(Au + uv) = Af(u) + uf(v) (pour 
tousu,vEE, À,u € K). Alors, d’une part f(u +v) = f(u) + f(v) (en considérant le cas particulier où 
A=u=1), et d'autre part f(Au) = Af(u) (cas particulier où u = 0). 


Vocabulaire. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. 


* Une application linéaire de E dans F est aussi appelée morphisme ou homomorphisme d'espaces 
vectoriels. L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E,F). 

* Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E. L'ensemble des endomorphismes 
de E est noté Z(E). 


Mini-exercices. 


Montrer que les applications suivantes f; : R? — R? sont linéaires. Caractériser géométriquement ces 
applications et faire un dessin. 


1 Her) = tx =); 
LEGS C3); 

- fa, 7) = Cr, y); 

- fa, y)= (x, y); 

Go Y)= (x y, 3x + y). 


UT OR © NN 


7. Application linéaire (milieu) 


7.1. Exemples géométriques 


Symétrie centrale. 


Soient E un K-espace vectoriel. On définit l'application f par : 


f:E — E 
u — —u 


f est linéaire et s'appelle la symétrie centrale par rapport à l’origine 0;. 
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fau) =2:u 


Homothétie. 
Soient E un K-espace vectoriel et À € K. On définit l'application f; par : 
f1:E — E 
u + Àu 


fA est linéaire. f, est appelée homothétie de rapport 1. 
Cas particuliers notables : 

+ ÀA=1, f, est l'application identité; 

+ À =0, f, est l'application nulle; 

+ À = —1, on retrouve la symétrie centrale. 
Preuve que f, est une application linéaire : 


faCau + Bv)= (au + Bv)= a(u)+ (Av) = af,tu) + Bfi(v). 


Projection. 

Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans FE, c’est-à-dire 
E=F@G. Tout vecteur u de E s'écrit de façon unique u = y +w avec v € F et we G. La projection sur F 
parallèlement à G est l’application p : E — E définie par p(u) = v. 


+ Une projection est une application linéaire. 
En effet, soient u,u’ € E, À,u € K. On décompose u et u” en utilisant queE =F@G:u=v+w, 
u’=v'+w’ avec v,v' € F,w,w’ € G. Commençons par écrire 

Ju + pu’ = Av +w)+u(v'+w) = (Av +uv')+(Aw + uw’). 
Comme F et G sont des un sous-espaces vectoriels de E, alors Av + uv’ € F et ÀÂw+ uw’ € G. Ainsi : 
pu + pu’) = Av + uv’ = Ap(u) + up(u’). 

+ Une projection p vérifie légalité p? = p. 
Note : p? = p signifie pop = p, c'est-à-dire pour tout u € E : p(p(u)) = pu). Il s’agit juste de remarquer 
que si v € F alors p(v) = v (car y =v+0,avecve F et 0 € G). Maintenant, pouru€eE,onau=v+w 
avec ve F etw € G. Par définition p(u) = v. Mais alors p(p(u)) = p(v) = v. Bilan : p o p{u) = v = p(u). 
Doncpop—p. 
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Exemple 25. 
Nous avons vu que les sous-espaces vectoriels F et G de R° définis par 


F={(x,y,2)ER°|x-y-—2=0} et G={(x,y,2)ER°|y=2=0} 
sont supplémentaires dans R° : R° = F @ G (exemple 18). Nous avions vu que la décomposition s’écrivait : 
(x,7,2)=(y +2,y,2) +(x — y —23,0,0). 
Si p est la projection sur F parallèlement à G, alors on a p(x, y,z) =(y +2, y,2). 


(x, 7,2) 


Exemple 26. 
Nous avons vu dans l'exemple 19 que l’ensemble des fonctions paires # et l’ensemble des fonctions 
impaires .# sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans Z(R,R). Notons p la projection sur 
parallèlement à .#. Si f est un élément de Z(R,R), on a p(f) = g où 
£g:R — KR 
fG)+fCx) 
2 


7.2. Autres exemples 


1. La dérivation. Soient E = €!(R, R) l’espace vectoriel des fonctions f : R — R dérivables avec f” 

continue et F = @(R, R) l’espace vectoriel des fonctions continues. Soit 

d:Æ'(R,R) — &{R,R) 
f — f° 

Alors d est une application linéaire, car (Af + ug) = Af'+ug’ et donc d(Af + ug) = Ad(f)+ud(g). 

2. L'intégration. Soient E = €°(R, R) et F = &!(R,R). Soit 
1: &UÛRR) — €!(R,R) 
fG) — ff) dt 

L'application I est linéaire car È (Af(E) +ug(t)) dt =À [; ftt)dt+u he g(t) dt pour toutes fonctions 

f et g et pour tous À,u ER. 
3. Avec les polynômes. 

Soit E = R,[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré < n. Soit F =R,.,,[X] et soit 

fi: E —  F 
P(X) — XP(X) 

Autrement dit, si P(X)=a,X"+-.-+a1X + ao, alors f(P(X))=a,X"*1+...+aX?+aoX. 

C’est une application linéaire : f(AP(X) + uQ(X)) = AXP(X) + uXQ(X) = Af(P(X)) + uf (Q(X)). 
4. La transposition. 

Considérons l'application T de M,(K) dans M,(K) donnée par la transposition : 

T:M(K) — MK) 
A — Àf 
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T est linéaire, car on sait que pour toutes matrices À, B € M,(K) et tous scalaires À, u € K : 
(AA + uB)T = (AA)7 + (uB)! = AAT + uBT. 


5. La trace. 


tr: M,(K) — K 
A > trA 
est une application linéaire car tr(AA+ uB) = AtrA+utrB. 


Mini-exercices. 
1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? 
(a) R—R x— 3x —-2 
(D) R—R, (x,7,x’,y'}—x-x +y.y 
© EÂRR)—R, f—f(1) 
(d) SRR)— SURR), f—f'+f 
(@) &[0,11,R)—R, f— f If(Hidt 
(D €L0,11,R)—R, f— max,eo1]f (x) 
(8) RX]— RfX], P(X)— P(X +1)—P(0) 


2. Soient f, g : M,(R) — M,(R) définies par A-— aa et A ee. Montrer que f et g sont des 


applications linéaires. Montrer que f (A) est une matrice symétrique, g(A) une matrice antisymétrique 
et que A = f (A) + g(A). En déduire que les matrices symétriques et les matrices antisymétriques sont 


en somme directe dans M,(R). Caractériser géométriquement f et g. 


8. Application linéaire (fin) 


8.1. Image d’une application linéaire 


Commençons par des rappels. Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F. Soit A un 
sous-ensemble de E. L'ensemble des images par f des éléments de A, appelé image directe de À par f, est 
noté f (A). C’est un sous-ensemble de F. On a par définition : 


f(A)= {fG) | x € A}. 


Dans toute la suite, E et F désigneront des K-espaces vectoriels et f : E — F sera une application linéaire. 
f(Æ) s'appelle l’image de l'application linéaire f et est noté Imf. 

Proposition 8 (Structure de l’image d’un sous-espace vectoriel). 

1. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E”) est un sous-espace vectoriel de F. 


2. En particulier, Im f est un sous-espace vectoriel de F. 


Remarque. 
On a par définition de l’image directe f(E) : 
f est surjective si et seulement si Imf =F. 


Démonstration. Tout d’abord, comme 0, € E’ alors 0; = f(0;) € f(E”). Ensuite on montre que pour tout 
couple (y:,y2) d'éléments de f(E’) et pour tous scalaires À, u, l'élément À y, + uy2 appartient à f(E’). En 
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effet : 
EE) 3x EE, f(n)= y 
2€ FE) 3x € E", f(x2) = 2. 
Comme f est linéaire, on a 
Ay1 + Ua = Àf Ga) + uf Ga) = f(x + x). 
Or Àx, + ux, est un élément de FE”, car E’ est un sous-espace vectoriel de E, donc Ày, + uy, est bien un 
élément de f(E’). 


8.2. Noyau d’une application linéaire 


Définition 7 (Définition du noyau). 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau de f, noté 
Ker(f ), est l’ensemble des éléments de E dont l’image est 0; : 


Ker(f)={xeElf(x)= 07} 


Autrement dit, le noyau est l’image réciproque du vecteur nul de l’espace d’arrivée : Ker(f) = f 1{0z}. 


Proposition 9. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau de f est un 
sous-espace vectoriel de E. 


Démonstration. Ker(f) est non vide car f (0%) = 0; donc 0% € Ker(f). Soient x,,x, eKer(f)et Au eK. 
Montrons que Àx: + ux, est un élément de Ker(f ). On a, en utilisant la linéarité de f et le fait que x, et x 
sont des éléments de Ker(f) : f(Ax, + ux2) = Af(x1) + uf(x2) = 207 + UOr = Op. 


Exemple 27. 
Reprenons l'exemple de l’application linéaire f définie par 
f: R — KR 
(ve) ee Ex ris) 
* Calculons le noyau Ker(f ). 


(x, y,2) € Ker(f) f(x; y,z)= (0,0) 


—> 
— (—2x, y +3z) = (0,0) 
—2Xx = O0 
—> 
y+3z = 0 
— (x,y,z)=(0,—-32,z), z3€R 
Donc Ker(f) = {(0, —3z,z) |z € R}. Autrement dit, Ker(f) = vect {(0, —3,1)} : c’est une droite 
vectorielle. 
+ Calculons l’image de f. Fixons (x’, y’) € R?. 


(x°,7°)= f(x,7,2) > (—2x,y +32) =(x, y) 
—2x = x 
y+3z = y! 
On peut prendre par exemple x = _ y! = y, = 0. Conclusion : pour n'importe quel (x’, y’) € R?, on 
a f(-5,7,0)=(x’, y’). Donc Im(f) = R?, et f est surjective. 
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Exemple 28. 

Soit A€ M, ,(R). Soit f : R? —> R" l'application linéaire définie par f(X) = AX. Alors Ker(f ) — {x ER? | 
AX = 0} : c'est donc l’ensemble des X € R? solutions du système linéaire homogène AX = 0. On verra plus 
tard que Im(f ) est l’espace engendré par les colonnes de la matrice A. 


Le noyau fournit une nouvelle façon d’obtenir des sous-espaces vectoriels. 


Exemple 29. 

Un plan passant par l’origine, d’équation (ax + by +cz = 0), est un sous-espace vectoriel de R°. En effet, 
soit f : R° — R l'application définie par f(x, y,z) = ax + by + cz. Il est facile de vérifier que f est linéaire, 
de sorte que Ker f = {(x, Y,2)ER* |ax+by+cz = 0} = P est un sous-espace vectoriel. 

Exemple 30. 


Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires : E = F @ G. Soit 
p la projection sur F parallèlement à G. Déterminons le noyau et l’image de p. 


Un vecteur u de E s'écrit d’une manière unique u = y +w avec v € F et w € G et par définition p(u) = v. 
* Ker(p) = G : le noyau de p est l’ensemble des vecteurs u de E tels que v = 0, c’est donc G. 
° Im(p)=F.Il est immédiat que Im(p) C F. Réciproquement, si u € F alors p{u) =u, donc F C Im(p). 
Conclusion : 
Ker(p) = G et Im(p)=F. 


Théorème 5 (Caractérisation des applications linéaires injectives). 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Alors : 


f injective >  Ker(f)= {0:} 


Autrement dit, f est injective si et seulement si son noyau ne contient que le vecteur nul. En particulier, 
pour montrer que f est injective, il suffit de vérifier que : 
si f(x) = 0- alors x = 0. 


Démonstration. 

* Supposons que f soit injective et montrons que Ker(f) = {0;}. Soit x un élément de Ker(f). On a 
f(x) = 0-. Or, comme f est linéaire, on a aussi f (0x) = 0-. De l'égalité f(x) = f(0%), on déduit x = 0% 
car f est injective. Donc Ker(f ) = {0%}. 

. Réciproquement, supposons maintenant que Ker(f) = {0%}. Soient x et y deux éléments de E tels 
que f(x) = f(y). On a donc f(x) — f(y) = 0}. Comme f est linéaire, on en déduit f(x — y) = 0x, 
c’est-à-dire x — y est un élément de Ker(f). Donc x — y = 03, soit x = y. 
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Exemple 31. 
Considérons, pour n > 1, l'application linéaire 


F'RAX] — RHlX] 
PIX) es X:P(X), 
Étudions d’abord le noyau de f : soit P(X) = a,X"+--:+ a1X + ao € R,[X] tel que X : P(X) = 0. Alors 
aX"t1+...+a1X2 + apX = 0. 
Ainsi, a; = 0 pour tout i € {0,...,n} et donc P(X) = 0. Le noyau de f est donc nul : Ker(f ) = {0}. 


L'espace Im(f ) est l’ensemble des polynômes de R,,,.[X ] sans terme constant : Im(f) = Vect {x,x?, Re de k 
Conclusion : f est injective, mais n’est pas surjective. 


8.3. L'espace vectoriel Z(E,F) 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Remarquons tout d’abord que, similairement à l'exemple 4, l’en- 
semble des applications de E dans F, noté Z(E,F), peut être muni d’une loi de composition interne + et 
d’une loi de composition externe, définies de la façon suivante : f,g étant deux éléments de Z(E,F), et À 
étant un élément de K, pour tout vecteur u de E, 


G+g)u)=f(u)+gt@u) et (A-f)(u)=2Af(U). 


Proposition 10. 
Lensemble des applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels E et F, noté Z(F,F), muni des deux 
lois définies précédemment, est un K-espace vectoriel. 


Démonstration. L'ensemble Z(F,F) est inclus dans le K-espace vectoriel Z(E, F). Pour montrer que Z(E,F) 
est un K-espace vectoriel, il suffit donc de montrer que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de Z(E,F) : 
. Tout d’abord, l'application nulle appartient à Z(E,F). 
. Soient f,g € Z(E,F), et montrons que f +g est linéaire. Pour tous vecteurs u et y de E et pour tous 
scalaires «a, B de K, 
(f +gau+Bv) = f(au+fBv)+g(au+fBv) (définition de f +g) 
= af(u)+Bf(v)+ag(u) + Bg(v) (linéarité de f et de g) 
= a(f(u)+g(u))+B(F(v)+g(v)) (propriétés des lois de F) 
= aff +g)(u)+B(f +g)(v) (définition de f + g) 
f +g est donc linéaire et Z(E,F) est stable pour l’addition. 
. Soient f € Z(E,F),2€K, et montrons que Af est linéaire. 


(AfXau+fBv) = 2Af(au+fv) (définition de Af) 
= A(af(u)+Bf(v)) (linéarité de f) 
= aÀf(u)+BAf(v) (propriétés des lois de F) 
= a(Af)(u) +B(Af)() (définition de f) 


Af est donc linéaire et Z(E, F) est stable pour la loi externe. 
Z(E,F) est donc un sous-espace vectoriel de F(FE,F). 


En particulier, Z(E) est un sous-espace vectoriel de Æ(E,E). 


8.4. Composition et inverse d’applications linéaires 


Proposition 11 (Composée de deux applications linéaires). 
Soient E,F,G trois K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire 
de F dans G. Alors go f est une application linéaire de E dans G. 
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Remarque. 
En particulier, le composé de deux endomorphismes de E est un endomorphisme de E. Autrement dit, o est 
une loi de composition interne sur Z(E). 


Démonstration. Soient u et y deux vecteurs de E, et a et B deux éléments de K. Alors : 


(gofXau+Bv) = g(f(au+Bv)) (définition de go f) 
= g(af(u)+Bf(v)) (linéarité de f) 
= ag(f(u))+Bg(f(v)) (linéarité de g) 
— a(gof}(u)+B(g °f)(v) (définition de go f) 


La composition des applications linéaires se comporte bien : 


go(fi+f)=gofi+gofs (gi+g)of =gof+giof (Ag)of—go(Af)=A(gof) 


Vocabulaire. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. 
+ Une application linéaire bijective de E sur F est appelée isomorphisme d'espaces vectoriels. Les deux 
espaces vectoriels E et F sont alors dits isomorphes. 
* Un endomorphisme bijectif de E (c’est-à-dire une application linéaire bijective de E dans EF) est appelé 
automorphisme de E. L'ensemble des automorphismes de E est noté GL(E). 


Proposition 12 (Linéarité de l’application réciproque d’un isomorphisme). 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f—! est un isomorphisme 
de F sur E. 


Démonstration. Comme f est une application bijective de E sur F, alors f! est une application bijective 
de F sur E. Il reste donc à prouver que f_! est bien linéaire. Soient u’ et v” deux vecteurs de F et soient a 
et B deux éléments de K. On pose f_l(u’)=u et f !(v’)= v, et on a alors f(u) =u/’ et f(v) = v’. Comme 
f est linéaire, on a 

fau’ + Bv')= F7" (af(u)+ BF(v)) = F7 (au + Bv)) = au + Bv 


car f lof —idr (où id; désigne l'application identité de E dans E). Ainsi 


f(au+Bv')= af" (u)+Bf 7" (v), 


et fl est donc linéaire. 


Exemple 32. 

Soit f : R? — R? définie par f(x, y) =(2x+3y,x+y).Ilest facile de prouver que f est linéaire. Pour prouver 
que f est bijective, on pourrait calculer son noyau et son image. Mais ici nous allons calculer directement son 
inverse : on cherche à résoudre f(x, y) = (x’, y’). Cela correspond à l'équation (2x +3y,x+y)=(x", y") 
qui est un système linéaire à deux équations et deux inconnues. On trouve (x,y)=(—x’+3y/,x/—2y"). 
On pose donc fl (x, y’) =(—x’+3y/,x/—2y'). On vérifie aisément que f! est l'inverse de f, eton 
remarque que f_! est une application linéaire. 


Exemple 33. 

Plus généralement, soit f : R' — R” l'application linéaire définie par f(X) = AX (où À est une matrice 
de M,(R)). Si la matrice A est inversible, alors f—! est une application linéaire bijective et est définie par 
FOEA x. 

Dans l’exemple précédent, 
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Mini-exercices. 


1. Soit f : R° — R° définie par f(x, y,z) =(—x, y +3,22). Montrer que f est une application linéaire. 
Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ? Même question avec f(x, y,z)=(x—y,x+7y,7y). 


2. Soient E un espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces tels que E = F@G. Chaque u € E se décompose 
de manière unique u = v +w avec ve F,w € G. La symétrie par rapport à F parallèlement à G est 
l'application s : E — E définie par s(u) = v — w. Faire un dessin. Montrer que s est une application 
linéaire. Montrer que s? = id-. Calculer Ker(s) et Im(s). s admet-elle un inverse ? 


3. Soit f : R,[X] — R,[X] définie par P(X)- P”(X) (où P” désigne la dérivée seconde). Montrer que 
f est une application linéaire. Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ? 
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Dimension finie 


Famille libre 

Famille génératrice 

Base 

Dimension d’un espace vectoriel 


Dimension des sous-espaces vectoriels 


d’exercices # Espaces vectoriels de dimension finie 


Les espaces vectoriels qui sont engendrés par un nombre fini de vecteurs sont appelés espaces vectoriels 


de dimension finie. Pour ces espaces, nous allons voir comment calculer une base, c’est-à-dire une famille 


minimale de vecteurs qui engendrent tout l’espace. Le nombre de vecteurs dans une base s’appelle la 


dimension et nous verrons comment calculer la dimension des espaces et des sous-espaces. 


1. Famille libre 


1.1. Combinaison linéaire (rappel) 


Soit E un K-espace vectoriel. 


Définition 1. 
Soient V1, V2,..., V,, P 2 1 Vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme 


(où A:1,2,..., À, sont des éléments de K) est appelé combinaison linéaire des vecteurs v;,v2,...,v,. 


u= Avi + Av +... +2 


Les scalaires 11, 2,...,À, sont appelés coefficients de la combinaison linéaire. 


1.2. Définition 


Définition 2. 
Une famille {v1,v2,...,v,} de E est une famille libre ou linéairement indépendante si toute combinaison 


linéaire nulle 


Avi +AVo+.+2,v, = 0 


est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est-à-dire 


À, =0, À =0, . À = (0. 


Dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle à coefficients non tous nuls, on 


dit que la famille est liée ou linéairement dépendante. Une telle combinaison linéaire s'appelle alors une 
relation de dépendance linéaire entre les v;. 


DIMENSION FINIE 1. FAMILLE LIBRE 168 


1.3. Premiers exemples 


Pour des vecteurs de R”, décider si une famille {v,,...,v,} est libre ou liée revient à résoudre un système 
linéaire. 
Exemple 1. 
Dans le R-espace vectoriel R°, considérons la famille 
1 4 2 
21,15|,|11 
3 6 0 


On souhaite déterminer si elle est libre ou liée. On cherche des scalaires (:, 22, À3) tels que 
f 4 2 0 
H(3)+4(5)+2(5)= (2) 


A1 + 442 + 243 = 0 

221 + 51 + À 

311 + 6 = 0 
On calcule (voir un peu plus bas) que ce système est équivalent à : 


À nn 223 — 0 
À 


ce qui équivaut au système : 


Il 
e) 


+ À3 = 0 
Ce système a une infinité de solutions et en prenant par exemple À; = 1 on obtient À, = 2 et À, = —1, ce 
qui fait que 
1 4 2 () 
2[2]—-[5]+1[1]=|0 
3 6 () (0 
La famille 
1 4 
Sal T 
3 6 


est donc une famille liée. 
Voici les calculs de la réduction de Gauss sur la matrice associée au système : 


1 42 1 4 2 1 4 2 1 42 1 O —2 
25 1-10 —-3 —-3]-<[0 —3 —-3|+<10 1 1|-|0 1 1 
3 6 0 0 —6 —6 0 0 0 0 O0 0 0 O0 0 


Exemple 2. 
Soient v, — (Gi) Vo = (<), Va = (5). Est-ce que la famille {v., vw, v.} est libre ou liée? Résolvons le 
système linéaire correspondant à l'équation À;1v1 + Av + A3v3 = 0: 

A1 + 242 + 243 = O0 

À — À + À (0 

À + À (0 


On résout ce système et on trouve comme seule solution À, = 0, À, = 0, À3 = 0. La famille {v,, v2, v3} est 


donc une famille libre. 

Exemple 3. 
3 1 7 

Soient v1 = oi Vo = ( È ) et V3 = ei Alors {v:, v2, v;} forme une famille liée, car 
3 8 


3V1 + Va — V3 = 0. 
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1.4. Autres exemples 


Exemple 4. 
Les polynômes P,(X)=1—X, P.(X) =5+3X —2X? et P;(X) = 1 +3X —X? forment une famille liée dans 
l'espace vectoriel R[X |, car 
Exemple 5. 
Dans le R-espace vectoriel Z(R, R) des fonctions de R dans R, on considère la famille {cos, sin}. Montrons 
que c’est une famille libre. Supposons que l’on ait À cos +u sin = 0. Cela équivaut à 

VxEeR A cos(x) + usin(x) = 0. 


En particulier, pour x = 0, cette égalité donne À = 0. Et pour x = 7, elle donne u = 0. Donc la famille 
{cos, sin} est libre. En revanche la famille {cos?, sin?, 1} est liée car on a la relation de dépendance linéaire 
cos? + sin? —1 = 0. Les coefficients de dépendance linéaire sont À = 1, À = 1, À3 = —1. 


1.5. Famille liée 


Soit E un K-espace vectoriel. Si v À O, la famille à un seul vecteur {v} est libre (et liée si v = 0). Considérons 
le cas particulier d’une famille de deux vecteurs. 


Proposition 1. 
La famille {v, va} est liée si et seulement si v, est un multiple de v, ou v, est un multiple de v:. 


Ce qui se reformule ainsi par contraposition : « La famille {v,, v, } est libre si et seulement si v, n’est pas un 
multiple de v, et v, n’est pas un multiple de v..» 


Démonstration. 
° Supposons la famille {v., v,} liée, alors il existe À, À, non tous les deux nuls tels que ÀA,v; + A2vo = 0. 
Si c’est À, qui n’est pas nul, on peut diviser par À, ce qui donne v; = 72 et v, est un multiple de v.. 
Si c’est À, qui n’est pas nul, alors de même v, est un multiple de v:. 
* Réciproquement, si v, est un multiple de v,, alors il existe un scalaire u tel que v, = uv), soit 1v, + 
(—u)v> = 0, ce qui est une relation de dépendance linéaire entre v, et v, puisque 1 Z 0 : la famille 
{v1, 2} est alors liée. Même conclusion si C’est v, qui est un multiple de v. 


Généralisons tout de suite cette proposition à une famille d’un nombre quelconque de vecteurs. 


Théorème 1. 
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille F = {v:, vo, ..…, v,} de p > 2 vecteurs de E est une famille liée si 
et seulement si au moins un des vecteurs de est combinaison linéaire des autres vecteurs de #. 


Démonstration. C’est essentiellement la même démonstration que ci-dessus. 
+ Supposons d’abord Æ liée. Il existe donc une relation de dépendance linéaire 


Av: + AV) ++ ÀpVp — 0, 
avec À, £ 0 pour au moins un indice k. Passons tous les autres termes à droite du signe égal. Il vient 
AgVe = —À3v] — Aovo —::—À y 


où v, ne figure pas au second membre. Comme 1,4 # 0, on peut diviser cette égalité par À. et l’on obtient 
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c’est-à-dire que v, est combinaison linéaire des autres vecteurs de #, ce qui peut encore s’écrire v, € 
Vect (7 \ {ve}) (avec la notation ensembliste A\B pour l’ensemble des éléments de À qui n’appartiennent 
pas à B). 
* Réciproquement, supposons que pour un certain k, on ait y, € Vect (æ \ {ve}. Ceci signifie que l’on 
peut écrire 
Vr = MiVi + UaVa te + Up, 
où v, ne figure pas au second membre. Passant v, au second membre, il vient 
O = UjVi +UaVa tive ++ UiVp, 


ce qui est une relation de dépendance linéaire pour (puisque —1 À 0) et ainsi la famille & est liée. 


1.6. Interprétation géométrique de la dépendance linéaire 


+ Dans R? ou R°, deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont colinéaires. Ils 
sont donc sur une même droite vectorielle. 

« Dans R*, trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont coplanaires. Ils sont donc 
dans un même plan vectoriel. 


Vi 


Proposition 2. 
Soit F = {v:,V2,...,v,} une famille de vecteurs de R”. Si F contient plus de n éléments (c’est-à-dire p > n), 
alors F est une famille liée. 


Démonstration. Supposons que 


Vi1 Vi12 Vip 

Va1 V22 Vop 
V1 — : Vo — : sise Vh —= 

Vni Vn2 Vnp 


l'équation 
XV XV + XV = 0 


donne alors le système suivant 


VaiX1 À Vi2X2 + + VipXh = 0 
Va1X1 + Va2X2 + HV X, = 0 
Va X1 + Va2X2 + VX = 0 


C’est un système homogène de n équations à p inconnues. Lorsque p > n, ce système a des solutions non 
triviales (voir le chapitre « Systèmes linéaires », dernier théorème) ce qui montre que la famille Z est une 


famille liée. 
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Mini-exercices. 
1. Pour quelles valeurs de t ER, (le ) : (£ }} est une famille libre de R? ? Même question avec la famille 
1 t2 T 3 
(PIQUE 
2. Montrer que toute famille contenant une famille liée est liée. 
3. Montrer que toute famille inclue dans une famille libre est libre. 


4. Montrer que si f : E — F est une application linéaire et que {v1,...,v,} est une famille liée de E, alors 
{f("),...,f(v,)} est une famille liée de F. 


5. Montrer que si f : E — F est une application linéaire injective et que {v1,...,v,} est une famille libre 
de E, alors {f(v1),...,f(v,)} est une famille libre de F. 


2. Famille génératrice 


Soit E un espace vectoriel sur un corps K. 


2.1. Définition 


Définition 3. 

Soient v1,...,v, des vecteurs de E. La famille {v:,...,v,} est une famille génératrice de l’espace vectoriel 
E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs v,,..., Vp. 
Ce qui peut s’écrire aussi : 


VveE 11:,...,À eK v= A +:..+A 


p V 


P'"D 


On dit aussi que la famille {v:,...,v,} engendre l’espace vectoriel E. 
Cette notion est bien sûr liée à la notion de sous-espace vectoriel engendré : les vecteurs {v,,...,v,} forment 
une famille génératrice de E si et seulement si E — Vect(v:,..., v,). 


2.2. Exemples 


Exemple 6. 
se ï 0 0 à , 
Considérons par exemple les vecteurs v, = (o) , Vo = (à) et V3 = (0) de E =R*. La famille {v,v,v3} est 


l'A L4 . X Fa . 
génératrice Car tout vecteur v — (>) de R° peut s’écrire 
Z 


G)=x (+5 (0)+:0). 


Les coefficients sont ici À = X, À = y, À3 =2. 


Exemple 7. 
. ; 1 1 
Soient maintenant les vecteurs y, = (2), Vo = (2) de E = R*. Les vecteurs {v;,v,} ne forment pas une 


famille génératrice de R°. Par exemple, le vecteur v = | 1 | n’est pas dans Vect(v., v.). En effet, si c'était 
8 P à P 1» V2 


le cas, alors il existerait À,, 1, ER tels que v = À,v, + Av. Ce qui s’écrirait aussi (1) = À; ( 1) +2 (2) 
d’où le système linéaire : 
A +2 
A+242 = !1 
A+342 = 
Ce système n’a pas de solution. (La première et la dernière ligne impliquent À, = 0, À, = 0, ce qui est 
incompatible avec la deuxième.) 
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Exemple 8. 
Soit E = R°. 

+ Soient v, = (5) et vo = CL La famille {v,, v} est génératrice de R? car tout vecteur de R? se décompose 
comme (3 )=x(4)+ y (9) 

+ Soient maintenant v! = (4) et v, = Er Alors {v!, v,} est aussi une famille génératrice. En effet, soit 
v = (a) un élément quelconque de R?. Montrer que y est combinaison linéaire de y et v, revient à 
démontrer l’existence de deux réels À et y tels que v = Av! + uv. Il s’agit donc d’étudier l'existence de 
solutions au système : 


22+u = x 
À+tu = y 
Il a pour solution À = x — y et u = —x +2y, et ceci, quels que soient les réels x et y. 


Ceci prouve qu'il peut exister plusieurs familles finies différentes, non incluses les unes dans les autres, 
engendrant le même espace vectoriel. 


Exemple 9. 

Soit R,[X ] l’espace vectoriel des polynômes de degré < n. Alors les polynômes {1,X,...,X"} forment une 
famille génératrice. Par contre, l’espace vectoriel R[X] de tous les polynômes ne possède pas de famille 
finie génératrice. 


2.3. Liens entre familles génératrices 


La proposition suivante est souvent utile : 
Proposition 3. 
Soit F — {v:, ne vh} une famille génératrice de E. Alors 3" = {vive . v!} est aussi une famille 
génératrice de E si et seulement si tout vecteur de F est une combinaison linéaire de vecteurs de F'. 


Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition de Vect.Z et de Vect 7”. 


Nous chercherons bientôt à avoir un nombre minimal de générateurs. Voici une proposition sur la réduction 
d’une famille génératrice. 


Proposition 4. 

Si la famille de vecteurs {v,,...,v,} engendre E et si l’un des vecteurs, par exemple v,, est combinaison 
linéaire des autres, alors la famille {v,...,v,}\ {v,} = {v1,...,v, 1} est encore une famille génératrice de 
E. 


Démonstration. En effet, comme les vecteurs v,,..., Vh engendrent F, alors pour tout élément v de E, il 
existe des scalaires À1,...,À, tels que 


V= A+... +2,v,. 
Or l'hypothèse v, est combinaison linéaire des vecteurs v:,...,v,_, se traduit par l'existence de scalaires 
di, ..., A1 tels que 


V 


p — AjV] ++ Xp—1Vp—1- 


Alors, le vecteur v s'écrit : 
V = Av RE À p—1Vp1 + À (avi NÉ s &y-1Vp-1) ‘ 
Donc 
V — (4 La Ap&) y] resp (A, + ja à) Vp—1» 
ce qui prouve que v est combinaison linéaire des vecteurs v,...,v,_,. Ceci achève la démonstration. Il est 


clair que si l’on remplace v, par n’importe lequel des vecteurs v;, la démonstration est la même. 
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Mini-exercices. 


1. À quelle condition sur t € KR, la famille {( ne ) (2) ( }} est une famille génératrice de R? ? 


ñ : : 1\fil\fi à 
2. Même question avec la famille {( 0) ( :) ( e)} de R°. 
EU AE 1 


3. Montrer qu’une famille de vecteurs contenant une famille génératrice est encore une famille génératrice 


de E. 
4. Montrer que si f : E — F est une application linéaire surjective et que {v;,,...,v,} est une famille 
génératrice de E , alors { f(),...,f (v,)} est une famille génératrice de F. 
3. Base 


La notion de base généralise la notion de repère. Dans R?, un repère est donné par un couple de vecteurs 
non colinéaires. Dans R°, un repère est donné par un triplet de vecteurs non coplanaires. Dans un repère, 
un vecteur se décompose suivant les vecteurs d’une base. Il en sera de même pour une base d’un espace 
vectoriel. 


V = Av + À2V2 


3.1. Définition 


Définition 4 (Base d’un espace vectoriel). 
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille 3 = (v:,v2,...,v,) de vecteurs de E est une base de E si 3 
est une famille libre et génératrice. 


Théorème 2. 


Soit B = (v,,v2,...,v,) une base de l’espace vectoriel E. Tout vecteur v € E s'exprime de façon unique 
comme combinaison linéaire d'éléments de . Autrement dit, il existe des scalaires À:,...,, € K uniques 
tels que : 


V = +2 + +2, v,. 


Remarque. 
1. (A1,..., À) s'appellent les coordonnées du vecteur v dans la base . 
2. Il faut observer que pour une base 3 = (v,,v2,...,v,) on introduit un ordre sur les vecteurs. Bien 


sûr, si on permutait les vecteurs on obtiendraïit toujours une base, maïs il faudrait aussi permuter les 
coordonnées. 


3. Notez que l'application 
p : K' — E 
(A,22,...,2,) Lux Avi +Zovo+-.-+a,v, 
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est un isomorphisme de l’espace vectoriel K” vers l’espace vectoriel E. 


Preuve du théorème 2. 
* Par définition, Z est une famille génératrice de E, donc pour tout ve E il existe À,,...,À, e K tels que 


Vv= iv + 2oVo +... +A vs. 
Cela prouve la partie existence. 

- Il reste à montrer l’unicité des À;,:,...,1,. Soient U:,lU,...,u, € K d’autres scalaires tels que y = 
Vi +UoVvo+---+u,v,. Alors, par différence on a : (A—u)v1 +(A2—u2)vo+:-:+(1,—u,)v, = 0. Comme 
B = {v1,...,v,} est une famille libre, ceci implique À, —u; =0, A2—u=0, ..., À,—u, =0et 
donc À, =, À =), ...,Àn = Un. 


3.2. Exemples 


Exemple 10. 
1. Soient les vecteurs e; = (4) et es = tar Alors (e:,e2) est une base de R?, appelée base canonique de 
R?. 
2. Soient les vecteurs v, = (5) et vo = Er Alors (v1,v2) forment aussi une base de R?. 
Ye) V = À" + AV 


€3 


€; xe: ei 


à , 1 0 0 ; 
3. De même dans R°, si e, — (5), Es = (2), e3 = (o), alors (e:,e2, ez) forment la base canonique de R$. 


Exemple 11. 
Soient v, = (2). Vo = (5) et V3 = (5). Montrons que la famille Z = (v:, v2, v3) est une base de R*. 
Dans les deux premiers points, nous ramenons le problème à l'étude d’un système linéaire. 
1. Montrons d’abord que Z est une famille génératrice de R°. Soit v — (4) un vecteur quelconque de R°. 
On cherche À:,1:,13 € R tels que 
V = Àjv1 + À2Vo + A3va. 


Ceci se reformule comme suit : 


dj 1 2 3 À + 229 + 323 
dd) | — À 2 [+ À 9 | + À 3 | = 2A: + 94 + 33 
d3 1 0 4 À + 43 


Ceci conduit au système suivant : 


À + 219 + 3À3 — dj 
21: + 94 + 3À3 — dd (S) 
À + 43 — 3. 


Il nous restera à montrer que ce système a une solution À, À, À3. 
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2. Pour montrer que & est une famille libre, il faut montrer que l’unique solution de 
À1V1 + À2Vo + A3v3 = 0 
est 
A=A =À3=0. 
Ceci équivaut à montrer que le système 


À + 22 + 33 = 0 
24 + 9% 
À + 43 = 0 


+ 
Uo 
S 
[ee] 
Il 
e) 


(s)) 


a une unique solution 
A = =À3=0. 

3. Nous pouvons maintenant répondre à la question sans explicitement résoudre les systèmes. 
Remarquons que les deux systèmes ont la même matrice de coefficients. On peut donc montrer simulta- 
nément que est une famille génératrice et une famille libre de R° en montrant que la matrice des 
coefficients est inversible. En effet, si la matrice des coefficients est inversible, alors (S) admet une 
solution (A:, À, À3) quel que soit (a:, a, a3) et d’autre part (S’) admet la seule solution (0,0, 0). 

Cette matrice est 
1. 23 
A=|2 9 3 
1 O0 4 

Pour montrer qu’elle est inversible, on peut calculer son inverse ou seulement son déterminant qui vaut 

detA = —1 (le déterminant étant non nul la matrice est inversible). 


Conclusion : & est une famille libre et génératrice ; c’est une base de R*. 


Exemple 12. 
Les vecteurs de K' : 
1 0 (0) 
1 ; 
e =|. es =]. seu, = |" 
: : (0) 
(0) 0 1 


forment une base de K”, appelée la base canonique de K”. 


Remarque. 

L'exemple 11 se généralise de la façon suivante. Pour montrer que n vecteurs de R" forment une base de 
R”, il suffit de montrer la chose suivante : la matrice À constituée des composantes de ces vecteurs (chaque 
vecteur formant une colonne de À) est inversible. 


Application : montrer que les vecteurs 


1 1 1 

0 2 2 

_ 0 _ | 0 . 3 
V1 — . Vo — : sa Vn — ; 
0 0 n 


forment aussi une base de R". 


Voici quelques autres exemples : 

Exemple 13. 

1. La base canonique de R,[X] est 3 —(1,X,X2,...,X"). Attention, il y a n + 1 vecteurs! 
2. Voici une autre base de R,[X]:(1,1+X,1+X+X2,...,1+X+X2+...+X0), 
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3. L'espace vectoriel M,(R) des matrices 2 x 2 admet une base formée des vecteurs : 


1 O0 0 1 0 0 0 O0 
M; — M = M3 — M, — L 
0 0 0 0 1 O0 O 1 
b 


d 
M — aM; + bM; + CM; + dM4. 


a 
En effet, n'importe quelle matrice M = ( ) de M(R) se décompose de manière unique en 
c 


4. C’est un bon exercice de prouver que les quatre matrices suivantes forment aussi une base de M,(R) : 
m={[t 9° m={[1 0 m'=([0 1 m=[1 3 
T0 Lio 2 10 4 + {1 0 #4 (4 2/° 


3.3. Existence d’une base 


Voyons maintenant un théorème d’existence d’une base finie. Dans la suite, les espaces vectoriels sont 
supposés non réduits à {0}. 


Théorème 3 (Théorème d’existence d’une base). 
Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice admet une base. 


3.4. Théorème de la base incomplète 


Une version importante et plus générale de ce qui précède est le théorème suivant : 


Théorème 4 (Théorème de la base incomplète). 
Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. 


1. Toute famille libre Z peut être complétée en une base. C'est-à-dire qu'il existe une famille F telle que 
LUF soit une famille libre et génératrice de E. 


2. De toute famille génératrice 4 on peut extraire une base de E. C'est-à-dire qu'il existe une famille 
B € G telle que B soit une famille libre et génératrice de E. 


3.5. Preuves 


Les deux théorèmes précédents sont la conséquence d’un résultat encore plus général : 


Théorème 5. 
Soit & une famille génératrice finie de E et Z une famille libre de E. Alors il existe une famille F de G telle 
que Z UF soit une base de E. 


Le théorème 4 de la base incomplète se déduit du théorème 5 ainsi : 


1. On sait qu’il existe une famille génératrice de E : notons-la Z. On applique le théorème 5 avec ce Z et 
ce 4. 


2. On applique le théorème 5 avec Z = G et la famille & de l'énoncé. 


En particulier, le théorème 3 d'existence d’une base se démontre comme le point (2) ci-dessus avec Z = @ 
et 4 une famille génératrice de E. 
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3.6. Preuves (suite) 


Nous avons : Théorème 5 —> Théorème 4 —> Théorème 3. 
Il nous reste donc à prouver le théorème 5. La démonstration que nous en donnons est un algorithme. 


Démonstration. 

+ Étape 0. Si Z est une famille génératrice de E, on pose # = G et c’est fini puisque Z est une famille 
génératrice et libre, donc une base. Sinon on passe à l'étape suivante. 

+ Étape 1. Comme Z n’est pas une famille génératrice, alors il existe au moins un élément g, de Z qui 
n’est pas combinaison linéaire des éléments de Z. (En effet, par l'absurde, si tous les éléments de & 
sont dans Vect.?, alors Z serait aussi une famille génératrice.) On pose Z, = Z U {g.,}. Alors la famille 
, vérifie les propriétés suivantes : 

() ZCZCE: la famille Z, est strictement plus grande que Z. 

(ii) Z, est une famille libre. (En effet, si Z, n’était pas une famille libre, alors une combinaison linéaire 
nulle impliquerait que g, € Vect Z.) 

On recommence le même raisonnement à partir de Z, : si Z, est une famille génératrice de E, alors on 

pose # = {g.} et on s'arrête. Sinon on passe à l'étape suivante. 

+ Étape 2. Il existe au moins un élément g, de Z qui n’est pas combinaison linéaire des éléments de Z.. 
Alors la famille Z, = Z, U {go} = Z U {g:,g2} est strictement plus grande que Z, et est encore une 
famille libre. 

Si Z, est une famille génératrice, on pose F = {g:,g,} et c’est fini. Sinon on passe à l'étape d’après. 
© ss 
L’algorithme consiste donc à construire une suite, strictement croissante pour l’inclusion, de familles libres, 
où, si Z,_, n’engendre pas F, alors Z, est construite partir de Z,_, en lui ajoutant un vecteur g, de &, de 
sorte que Z}, = Z,_: U {g,} reste une famille libre. 

. L'algorithme se termine. Comme la famille & est finie, le processus s’arrête en moins d'étapes qu’il y a 
d'éléments dans Z. Notez que, comme % est une famille génératrice, dans le pire des cas on peut être 
amené à prendre 7 = G. 

. L’algorithme est correct. Lorsque l’algorithme s'arrête, disons à l'étape s :ona Z = UF où 7 = 
{g1,...,g,}. Par construction, Z. est une famille finie, libre et aussi génératrice (car c’est la condition 
d'arrêt). Donc Z UF est une base de E. 


Exemple 14. 
Soit R[X ] le R-espace vectoriel des polynômes réels et E le sous-espace de R[X] engendré par la famille 
G = {P:, Po, Ps, P4, PS} définie par : 


P.(X)=1  PAX)=X  PA(X)=X+1 PAX)=1+X  P(X)=X-X* 


Partons de Z = G et cherchons 7 C G telle que Æ soit une base de E. 

+ Étape 0. Comme Z n’est pas génératrice (vu que Z = G), on passe à l'étape suivante. 

+ Étape 1. On pose Z, = ZU{P,} = {P,}. Comme P, est non nul, Z, est une famille libre. 

+ Étape 2. Considérons P,. Comme les éléments P, et P, sont linéairement indépendants, Z = {P;, Po} 
est une famille libre. 

+ Étape 3. Considérons P, : ce vecteur est combinaison linéaire des vecteurs P, et P, car P.(X) = X + 1 = 
P,(X) + P,(X) donc {P:, P:, P;} est une famille liée. Considérons alors P,. Un calcul rapide prouve que 
les vecteurs P;, P, et P, sont linéairement indépendants. Alors Z3 = {P,, P:, P,} est une famille libre. 
Il ne reste que le vecteur P; à considérer. Il s’agit, pour pouvoir conclure, d'étudier l'indépendance linéaire 
des vecteurs P,, P., P4, Ps. Or un calcul rapide montre l'égalité 


Pi +P>—P,—P; =0, 
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ce qui prouve que la famille {P;,P:, P4, Ps} est liée. Donc avec les notations de l’algorithme, s = 3 et 
L3 = {P:, P2, PA} est une base de E. 

Mini-exercices. 

1. Trouver toutes les façons d’obtenir une base de R? avec les vecteurs suivants : v, = ee L Vo = (SG 


va = (8) va = (6) vs = (6). 
à 2 1 Î 


2. Montrer que la famille {v:, v, v3, v,} des vecteurs v, = ( 1), Vo = ( ) Va = ( 2 ), Va = ( 1) est 


une famille génératrice du sous-espace vectoriel d’équation 2x — y +z = 0 de R°. En extraire une 
base. 


3. Déterminer une base du sous-espace vectoriel E, de R° d’équation x + 3y — 2z = 0. Compléter cette 
base en une base de R°. Idem avec E, vérifiant les deux équations x + 3y — 23 = 0 et y =z. 


4. Donner une base de l’espace vectoriel des matrices 3 x 3 ayant une diagonale nulle. Idem avec l’espace 
vectoriel des polynômes P € R,[X] vérifiant P(0) = 0, P'(0) = O. 


4. Dimension d’un espace vectoriel 


4.1. Définition 


Définition 5. 


Un K-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini d'éléments est dit de dimension finie. 


Par le théorème 3 d'existence d’une base, c’est équivalent à l’existence d’une famille finie génératrice. 
On va pouvoir parler de la dimension d’un espace vectoriel grâce au théorème suivant : 


Théorème 6 (Théorème de la dimension). 
Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le même nombre d’éléments. 


Nous détaillerons la preuve un peu plus loin. 
Définition 6. 
La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée dimE, est par définition le nombre 
d'éléments d’une base de E. 


Méthodologie. Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel, il suffit de trouver une base de E (une 
famille à la fois libre et génératrice) : le cardinal (nombre d’éléments) de cette famille donne la dimension 
de E. Le théorème 6 de la dimension prouve que même si on choisissait une base différente alors ces deux 
bases auraient le même nombre d'éléments. 

Convention. On convient d'attribuer à l’espace vectoriel {0} la dimension 0. 


4.2. Exemples 


Exemple 15. 
1. La base canonique de R? est ((4) : (9) La dimension de R? est donc 2. 


2. Les vecteurs ((3) , ( : )) forment aussi une base de R?, et illustrent qu’une autre base contient le même 
nombre d'éléments. 


3. Plus généralement, K” est de dimension n, car par exemple sa base canonique (e:,e2,...,e,) contient n 
éléments. 


4. dimR,[X]= n +1 car une base de R,[X] est (1,X,X2,...,X"), qui contient n + 1 éléments. 
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Exemple 16. 

Les espaces vectoriels suivants ne sont pas de dimension finie : 
* R[X]: l’espace vectoriel de tous les polynômes, 
+ FR, R) : l’espace vectoriel des fonctions de R dans R, 
°F = F(N,R) : l’espace vectoriel des suites réelles. 


Exemple 17. 
Nous avons vu que l’ensemble des solutions d’un système d'équations linéaires homogène est un espace 
vectoriel. On considère par exemple le système 


2X1 + 2X9 — X3 + X5 0 
—X1] — X2 + 2X3 — 3X4 + xs — 0 
X1 + X2 — 2X3 — X5 — 0 
X3 + X4 + Xs — 0. 
On vérifie que la solution générale de ce système est 
X1=—S—t X2 —S X3 = —t X4 = 0 X5 = t. 


Donc les vecteurs solutions s’écrivent sous la forme 


—s—t —$ —t —1 —1 
X2 s S 0 1 0 
x3 |=| — |=| 0 |+| + |=s| 0 |+e| —1 
X4 0 0 0 0 0 
X5 t 0 t 0 1 


Ceci montre que les vecteurs 


= = 
ï t si 
V1 = et m=|- 
4 0 L 0 
0 1 


engendrent l’espace des solutions du système. D’autre part, on vérifie que v, et v, sont linéairement 
indépendants. Donc (v:,v,) est une base de l’espace des solutions du système. Ceci montre que cet espace 
vectoriel est de dimension 2. 


4.3. Compléments 


Lorsqu'un espace vectoriel est de dimension finie, le fait de connaître sa dimension est une information très 
riche ; les propriétés suivantes montrent comment exploiter cette information. 
Le schéma de preuve sera : Lemme 1 —= Proposition 5 —> Théorème 6. 


Lemme 1. 
Soit E un espace vectoriel. Soit Z une famille libre et soit & une famille génératrice finie de E. Alors 
Card.Z < Card G. 


Ce lemme implique le résultat important : 


Proposition 5. 
Soit E un K-espace vectoriel admettant une base ayant n éléments. Alors : 


1. Toute famille libre de E a au plus n éléments. 


2. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments. 


En effet, soit une base de E telle que Card 3 = n. 


1. On applique le lemme 1 à la famille Z considérée génératrice; alors une famille libre Z vérifie 
Card .Z < Card 8 = n. 


2. On applique le lemme 1 à la famille Z considérée maintenant comme une famille libre, alors une famille 
génératrice Z vérifie n = Card 8 < Card G. 


Cette proposition impliquera bien le théorème 6 de la dimension : 
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Corollaire 1. 
Si E est un espace vectoriel admettant une base ayant n éléments, alors toute base de E possède n éléments. 


La preuve du corollaire (et donc du théorème 6 de la dimension) est la suivante : par la proposition 5, si 3 
est une base quelconque de E, alors est à la fois une famille libre et génératrice, donc possède à la fois 
au plus n éléments et au moins n éléments, donc exactement n éléments. 


Il reste à énoncer un résultat important et très utile : 


Théorème 7. 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et F = (v;,...,v,) une famille de n vecteurs de E. Il y a 
équivalence entre : 

() & est une base de E, 

(ii) & est une famille libre de E, 

(iü) F est une famille génératrice de E. 


La preuve sera une conséquence du théorème 6 de la dimension et du théorème 4 de la base incomplète. 
Autrement dit, lorsque le nombre de vecteurs considéré est exactement égal à la dimension de l’espace 
vectoriel, l’une des deux conditions — être libre ou bien génératrice — suffit pour que ces vecteurs déterminent 
une base de E. 


Démonstration. 

. Les implications (1) — (ii) et () —= (iïi) découlent de la définition d’une base. 

* Voici la preuve de (ii) — (i. 
Si F est une famille libre ayant n éléments, alors par le théorème de la base incomplète (théorème 4) 
il existe une famille 7” telle que Z UF” soit une base de E. D’une part # UF” est une base de E qui 
est de dimension n, donc par le théorème 6, Card (æ Li ) = n. Mais d'autre part Card (æ UF i = 
Card & + Card Z” (par l'algorithme du théorème 4) et par hypothèse Card. Æ = n. Donc Card.’ = 0, ce 
qui implique que F7’ = G et donc que Z est déjà une base de E. 

* Voici la preuve de (ii) — (i). 
Par hypothèse, # est cette fois une famille génératrice. Toujours par le théorème 4, on peut extraire de 
cette famille une base 3 C F. Puis par le théorème 6, Card 3 = n, donc n = Card 8 < Card Z = n. 
Donc 8 — # et F est bien une base. 


Exemple 18. 
Pour quelles valeurs de t € R les vecteurs (v1, v2, v3) suivants forment une base de R° ? 
1 1 1 
V1 — 1 Vo — 3 V3 — 1 
4 t t 


< Nous avons une famille de 3 vecteurs dans l’espace R° de dimension 3. Donc pour montrer que la famille 

(V1, V2, v3) est une base, par le théorème 7, il suffit de montrer que la famille est libre ou bien de montrer 
qu’elle est génératrice. Dans la pratique, il est souvent plus facile de vérifier qu’une famille est libre. 

+ À quelle condition la famille {v, v, va} est libre ? Soient À, À, À; € R tels que À1v + À2Vo + A3V3 = 0. 

Cela implique le système 
A+dl+43 = 0 
À +34 + À3 
4l+tattls = 0 


Il 
© 
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Ce système est équivalent à : 
À + A + À — 0 A + À — 0 
22 0 —> À (0) 
(t—-4)A,+(t—-4)A (0 (t—4)A3 = 0 
. Ilest clair que si t Æ 4, alors la seule solution est (A1, À, A3) = (0,0,0) et donc {v, v2, v;} est une 
famille libre. Si t = 4, alors par exemple (À;, À, À3) = (1,0, —1) est une solution non nulle, donc la 


Il 
Il 


Il 


famille n’est pas libre. 
° Conclusion : si t Æ 4 la famille est libre, donc par le théorème 7 la famille (v,,v2,v:) est en plus 
génératrice, donc c’est une base de RŸ. Si t — 4, la famille n’est pas libre et n’est donc pas une base. 


4.4. Preuve 


Il nous reste la preuve du lemme 1. La démonstration est délicate et hors-programme. 


Démonstration. La preuve de ce lemme se fait en raisonnant par récurrence. 

On démontre par récurrence que, pour tout n > 1, la propriété suivante est vraie : « Dans un espace vectoriel 
engendré par n vecteurs, toute famille ayant n + 1 éléments est liée. » 

Initialisation. On vérifie que la propriété est vraie pour n = 1. Soit E un espace vectoriel engendré par un 
vecteur noté g, et soit {v,,.} une famille de E ayant deux éléments. Les vecteurs v. et v, peuvent s’écrire 
comme combinaisons linéaires du vecteur g, ; autrement dit, il existe des scalaires a;, &, tels que v, = æg: 
et Vo = 281, Ce qui donne la relation : &:v, — av = 04. En supposant v, non nul (sinon il est évident que 
{v., 2} est liée), le scalaire a, est donc non nul. On a trouvé une combinaison linéaire nulle des vecteurs 
V1, Vo, avec des coefficients non tous nuls. Donc la famille {v,, v,} est liée. 


Hérédité. On démontre maintenant que si la propriété est vraie au rang n — 1 (n > 2), alors elle vraie au 
rang n. Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs notés g1, g2,...,gn, et SOit {V1,Vo,..., Vs Vna1} 
une famille de E ayant n + 1 éléments. Tout vecteur v;, pour j =1,2,...,n+1, est combinaison linéaire de 


L1» L2, +; En, donc il existe des scalaires di; de .…, @, tels que : 


=] j ] 
Vi = Digi + Men ++ ag. 


Remarque. On est contraint d’utiliser ici deux indices i, j pour les scalaires (attention! j n’est pas un exposant) 
car deux informations sont nécessaires : l'indice j indique qu'il s’agit de la décomposition du vecteur v;, et i 
indique à quel vecteur de la famille génératrice est associé ce coefficient. 


En particulier, pour j = n +1, le vecteur v,,, s'écrit : 


_ yn+l n+1l n+1 
Vnx1 dj 81+@ 82+°°+A, 8n. 


Si v,41 est nul, c’est terminé, la famille est liée; sinon, v,,, est non nul, et au moins un des coefficients 
art est non nul. On suppose, pour alléger l'écriture, que mt est non nul (sinon il suffit de changer 
l’ordre des vecteurs). On construit une nouvelle famille de n vecteurs de E de telle sorte que ces vecteurs 
soient combinaisons linéaires de g:,£g2,...,gn_1, C'est-à-dire appartiennent au sous-espace engendré par 
Si: Lo1c+es Sn-1}. Pour J = 1,2,...,1, on définit w, par : 
L , 
w;= av, dv, = Yale — a artlgz. 
k=1 

Le coefficient de g, est nul. Donc w; est bien combinaison linéaire de g:,g2,...,g1 1. On a n vecteurs 
qui appartiennent à un espace vectoriel engendré par n — 1 vecteurs ; on peut appliquer l'hypothèse de 
récurrence : la famille {w:,w2,...,w,} est liée. Par conséquent, il existe des scalaires non tous nuls À,, À, 
.…, À, tels que 


AW: + AoWo + +AW = 0. 
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En remplaçant les w; par leur expression en fonction des vecteurs v;, on obtient : 
n+1 n+1 n+1l 1 n — 
a Avi + Aovot- +0 Ann (Aa, +---+ a vus = Or 


Le coefficient Œ a été supposé non nul et au moins un des scalaires A1, :,...,AÀ, est non nul; on a donc 
une combinaison linéaire nulle des vecteurs v1,v2,...,v,,V,41 avec des coefficients qui ne sont pas tous 
nuls, ce qui prouve que ces vecteurs forment une famille liée. 


Conclusion. La démonstration par récurrence est ainsi achevée. 


Mini-exercices. 
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse par un résultat du cours ou 
un contre-exemple : 


Une famille de p > n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est génératrice. 
Une famille de p > n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est liée. 
Une famille de p < n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est libre. 


Une famille génératrice de p < n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est libre. 


Une famille de p £ n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n n’est pas une base. 


NN EE EN À 


Toute famille libre à p éléments d’un espace vectoriel de dimension n se complète par une famille 
ayant exactement n — p éléments en une base de E. 


5. Dimension des sous-espaces vectoriels 


Tout sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E étant lui même un K-espace vectoriel, la question est 
de savoir s’il est de dimension finie ou s’il ne l’est pas. 
Prenons l'exemple de l’espace vectoriel E = Æ(R, R) des fonctions de R dans R : 
. il contient le sous-espace vectoriel F, = R,[X] des (fonctions) polynômes de degré < n, qui est de 
dimension finie ; 
. et aussi le sous-espace vectoriel F, = R[X] de l’ensemble des (fonctions) polynômes, qui lui est de 
dimension infinie. 


5.1. Dimension d’un sous-espace vectoriel 


Nous allons voir par contre que lorsque E est de dimension finie alors F aussi. 


Théorème 8. 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. 


1. Alors tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie ; 
2. dimF < dimE; 
3 F=E > dimF=dimE. 


Démonstration. 

. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F = {0} il n’y a rien 
à montrer. On suppose donc F Æ {0} et soit v un élément non nul de F. La famille {v} est une famille 
libre de F, donc F contient des familles libres. Toute famille libre d'éléments de F étant une famille libre 
d'éléments de E (voir la définition des familles libres), alors comme E est de dimension n, toutes les 
familles libres de F ont au plus n éléments. 
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* On considère l’ensemble K des entiers k tels qu’il existe une famille libre de F ayant k éléments : 
K = {k EN|{v,v0,...,v.} CF et {v1,v2,...,v-.} est une famille libre de F} 


Cet ensemble K est non vide (car 1 € K) ; K est un sous-ensemble borné de N (puisque tout élément de 


K est compris entre 1 et n) donc K admet un maximum. Notons p ce maximum et soit {v1,V2,..., Vp} 
une famille libre de F ayant p éléments. 

° Montrons que {v,,v2,...,v,} est aussi génératrice de F. Par l'absurde, s’il existe w un élément de F qui 
n’est pas dans Vect(v.,...,v,), alors la famille {v:,...,v,,w} ne peut pas être libre (sinon p ne serait pas 
le maximum de K). La famille {v,,..., Vps w} est donc liée, mais alors la relation de dépendance linéaire 
implique que w € Vect(v:1,..., v,), ce qui est une contradiction. 

Conclusion : (v,,..., Vp) est une famille libre et génératrice, donc est une base de F. 
* On a ainsi démontré simultanément que : 
— Fest de dimension finie (puisque (v:, v2,...,v,) est une base de F). 
— Ainsi dimF =p, donc dimF < dimE (puisque toute famille libre de F a au plus n éléments). 
— De plus, lorsque p = n, le p-uplet (v1,v2,..…, Vp), qui est une base de F, est aussi une base de FE (car 
{v1, Va, .…, v,} est alors une famille libre de FE ayant exactement n éléments, donc est une base de 
E). Tout élément de E s'écrit comme une combinaison linéaire de v:,v2,..., Vps d’où E =F. 


5.2. Exemples 


Exemple 19. 
Si E est un K-espace vectoriel de dimension 2, les sous-espaces vectoriels de E sont : 
. soit de dimension 0 : c’est alors le sous-espace {0} ; 
. soit de dimension 1 : ce sont les droites vectorielles, c’est-à-dire les sous-espaces Ku = Vect{u} engendrés 
par les vecteurs non nuls u de F; 
. soit de dimension 2 : c’est alors l’espace E tout entier. 


Vocabulaire. Plus généralement, dans un K-espace vectoriel E de dimension n (n > 2), tout sous-espace 
vectoriel de E de dimension 1 est appelé droite vectorielle de E et tout sous-espace vectoriel de E de 
dimension 2 est appelé plan vectoriel de E. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1 est appelé 
hyperplan de E. Pour n = 3, un hyperplan est un plan vectoriel; pour n = 2, un hyperplan est une droite 
vectorielle. 


Le théorème 8 précédent permet de déduire le corollaire suivant : 


Corollaire 2. 
Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que F est de 
dimension finie et que G C F. Alors : 


F=G <> dimF=dimG 
Autrement dit, sachant qu’un sous-espace est inclus dans un autre, alors pour montrer qu’ils sont égaux il 
suffit de montrer l'égalité des dimensions. 


Exemple 20. 
Deux droites vectorielles F et G sont soit égales, soit d’intersection réduite au vecteur nul. 


Exemple 21. 
Soient les sous-espaces vectoriels de R° suivants : 


F={(Y)eR*|2x-3y+z:=0} et G=Vect(u,v) oùu=(i)etv=(1). 


Est-ce que F = G? 


DIMENSION FINIE 5. DIMENSION DES SOUS-ESPACES VECTORIELS 184 


1. On remarque que les vecteurs u et y ne sont pas colinéaires, donc G est de dimension 2, et de plus ils 
appartiennent à F, donc G est contenu dans F. 


2. Pour trouver la dimension de F, on pourrait déterminer une base de F et on montrerait alors que la 
dimension de F est 2. Mais il est plus judicieux ici de remarquer que F est contenu strictement dans R° 
(par exemple le vecteur (0) de R° n’est pas dans F), donc dimF < dimR° = 3; mais puisque F contient 
G alors dimF > dimG = 2, donc la dimension de F ne peut être que 2. 


3. On a donc démontré que G C F et que dimG = dimF, ce qui entraîne G =F. 


5.3. Théorème des quatre dimensions 


Théorème 9 (Théorème des quatre dimensions). 
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G des sous-espaces vectoriels de E. Alors : 


dim(F +G)=dimF+dimG-dim(FNnG) 


Corollaire 3. 

SiE=F@G, alors dimE = dimF +dimG. 
Exemple 22. 
Dans un espace vectoriel E de dimension 6, on considère deux sous-espaces F et G avec dimF = 3 et 
dim G = 4. Que peut-on dire de FNG? de F +G? Peut-on avoir F&G=E? 

*. FNG est un sous-espace vectoriel inclus dans F, donc dim(F N G) < dimF =3. Donc les dimensions 
possibles pour F N G sont pour l'instant O, 1, 2,3. 

*< F+G est un sous-espace vectoriel contenant G et inclus dans E, donc 4 = dim G < dim(F+G) < dimE = 6. 
Donc les dimensions possibles pour F + G sont 4,5,6. 

. Le théorème 9 des quatre dimensions nous donne la relation : dim(FNG) = dim F+dimG—dim(F +G) = 
3+4—dim(F +G)=7-—dim(F +G). Comme F + G est de dimension 4, 5 ou 6, alors la dimension de 
FNG est 3,2 ou 1. 

+ Conclusion : les dimensions possibles pour F + G sont 4, 5 ou 6; les dimensions correspondantes pour 
FNG sont alors 3, 2 ou 1. Dans tous les cas, FNG Æ {0} et en particulier F et G ne sont jamais en 
somme directe dans E. 


La méthode de la preuve du théorème 9 des quatre dimensions implique aussi : 


Corollaire 4. 
Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie admet un supplémentaire. 


Preuve du théorème 9. 
. Notez l’analogie de la formule avec la formule pour les ensembles finis : 


Card(AUB) = CardA + Card B — Card(ANB). 


. Nous allons partir d’une base Ærnc = {u1,...,u,} de FN G. On commence par compléter rc 
en une base Æ% — {u1,...,u,,v,41,...,v,} de F. On complète ensuite 4 en une base G — 
ss Mes 06 Ce 


° Nous allons maintenant montrer que la famille 


ns pots Vas Wii ses M) 


est une base de F + G. Il est tout d’abord clair que c’est une famille génératrice de F +G (car ; est une 
famille génératrice de F et 34 est une famille génératrice de G). 
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° Montrons que cette famille est libre. Soit une combinaison linéaire nulle : 


P q r 
Qui De Bjv; + De. YrkWk = 0 (1) 


On pose u = D ?_, œu;, v = DCR B;v;, w = Di ykW... Alors d’une partu+veF (car Z, est une 
base de F) mais comme l’équation (1) équivaut à u + v + w = O0, alors u + v = —w € G (car w € G). 
Maintenant u + y € FNG et aussi bien sûr u € FNG, donc y = 2. B;v; € FNG. Cela implique 
B; = 0 pour tout j (car les {v;} complètent la base de FN G). 

La combinaison linéaire nulle (1) devient au; + > vkWr = 0. Or BG est une base de G, donc 
a; = 0 et yx — 0 pour tout i,k. Ainsi Br,c = {u1,..., Up, V41,-.., Vas Wp+1,-..,W.} est une base de 
F+G. 

Il ne reste plus qu’à compter le nombre de vecteurs de chaque base : dimF N G = Card Brnc = p, 
dim F = Card 8; = q, dimG = Card 8, = r, dim(F + G) = Card 8,6 = q +r — p. Ce qui prouve bien 
dim(F +G)=dimF+dimG-dim(FnG). 


Mini-exercices. 


1. Soient F = vect((2),(4)) et G= Vect((7) ; ( $ )). Montrer que F = G. 


à _ IN fé 1 
2. Dans R”, on considère F = Vect (( À, ) ; ( 1 )): G = Vect ( 1 ). Calculer les dimensions de F,G,FNG,F+G 
en fonction de t ER. 


3. Dans un espace vectoriel de dimension 7, on considère des sous-espaces F et G vérifiant dim F =3 et 
dim G < 2. Que peut-on dire pour dim(F N G)? Et pour dim(F +G)? 

4. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, montrer l’équivalence entre : () F&8G=E; (ii) 
F+G=EEetdimF+dimG=dimE; (iii) FNG={0;} et dimF +dimG = dimE. 


5. Soit H un hyperplan dans un espace vectoriel de dimension finie E. Soit v € E \ H. Montrer que H et 
Vect(v) sont des sous-espaces supplémentaires dans E. 
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Fiche d’exercices # Matrice d’une application linéaire 


Ce chapitre est l'aboutissement de toutes les notions d’algèbre linéaire vues jusqu'ici : espaces vectoriels, 
dimension, applications linéaires, matrices. Nous allons voir que dans le cas des espaces vectoriels de 
dimension finie, l'étude des applications linéaires se ramène à l'étude des matrices, ce qui facilite les calculs. 


1. Rang d’une famille de vecteurs 


Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel contenant tous ces 
vecteurs. 


1.1. Définition 


Soient E un K-espace vectoriel et {v,,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel 
Vect(v:,...,v,) engendré par {v1,...,v,} étant de dimension finie, on peut donc donner la définition 
suivante : 


Définition 1 (Rang d’une famille finie de vecteurs). 

Soit E un K-espace vectoriel et soit {v1,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le rang de la famille 
{v1,...,v,} est la dimension du sous-espace vectoriel Vect(v:,...,v,) engendré par les vecteurs v1,...,v,. 
Autrement dit : 


re(v1,...,v,) = dim Vect(v1,...,v,) 


Calculer le rang d’une famille de vecteurs n’est pas toujours évident, cependant il y a des inégalités qui 
découlent directement de la définition. 


Proposition 1. 
Soient E un K-espace vectoriel et {v1,...,v,} une famille de p vecteurs de E. Alors : 


1. O <rg(v:1,...,v,) < p : le rang est inférieur ou égal au nombre d'éléments dans la famille. 


2. Si E est de dimension finie alors rg(v:,...,v,) < dimE : le rang est inférieur ou égal à la dimension de 
l’espace ambiant E. 
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Remarque. 

* Le rang d’une famille vaut 0 si et seulement si tous Les vecteurs sont nuls. 

. Le rang d’une famille {v,,...,v,} vaut p si et seulement si la famille {v,,...,v,} est libre. 
Exemple 1. 


uel est le rang de la famille {v., vs, v.} suivante dans l’espace vectoriel R4? 
8 1» V2, V3 P 


1 (0) —1 

0 1 1 
V1 — Vo — V3 — 

1 1 0 

0 1 1 


* Ce sont des vecteurs de R* donc rg{v, vs, va) < 4. 

. Mais comme il n’y a que 3 vecteurs alors rg(v:, vo, va) < 3. 

. Le vecteur v, est non nul donc rg(v:, v, v3) > 1. 

. Ilest clair que v. et v, sont linéairement indépendants donc rg(v:, vo, vs) > rg(vi, vo) = 2. 
Il reste donc à déterminer si le rang vaut 2 ou 3. On cherche si la famille {v., v, v;} est libre ou liée en 
résolvant le système linéaire À, v1 + Av + 13v3 = 0. On trouve v1 — v: + v3 = 0. La famille est donc liée. 
Ainsi Vect(v., vo, va) = Vect(v,,v2), donc rg(v;, v>, va) = dim Vect(v1, va, Va) = 2. 


1.2. Rang d’une matrice 


Une matrice peut être vue comme une juxtaposition de vecteurs colonnes. 


Définition 2. 
On définit le rang d’une matrice comme étant le rang de ses vecteurs colonnes. 


Exemple 2. 
Le rang de la matrice 


1 2er 0 
A= 2 M, 4(K 
È 4 —1 JE 24(K) 


5.5 ; SE 
est par définition le rang de la famille de vecteurs de K? : { v, — (2 ; Vo = 4) ; Va = ( E ) , Va = (8) L Tous 
ces vecteurs sont colinéaires à v., donc le rang de la famille {v,, vo, vs, v,} est 1 et ainsi rgA = 1. 


Réciproquement, on se donne une famille de p vecteurs {v,,...,v,} d’un espace vectoriel E de dimension 


n. Fixons une base 3 — {e:,...,e,} de E. Chaque vecteur v; se décompose dans la base Z : v; — ajje; + 
dj 


+aje;+--.+a,je,, ce que l’on note v; = | &; | . En juxtaposant ces vecteurs colonnes, on obtient une 


dj 
matrice À € M, ,(K). Le rang de la famille {v,,...,v,} est égal au rang de la matrice A. 
Définition 3. 
On dit qu'une matrice est échelonnée par rapport aux colonnes si le nombre de zéros commençant une 


colonne croît strictement colonne après colonne, jusqu’à ce qu’il ne reste plus que des zéros. Autrement 
dit, la matrice transposée est échelonnée par rapport aux lignes. 


Voici un exemple d’une matrice échelonnée par colonnes; les + désignent des coefficients quelconques, les + 
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des coefficients non nuls : 


+ 0 0 0 0 0 
x 0 0 0 0 0 
x + 0 0 0 0 
x *x + 0 0 0 
x x x 0 0 0 
XX %X + (0) 


Le rang d’une matrice échelonnée est très simple à calculer. 


Proposition 2. 
Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est égal au nombre de colonnes non nulles. 


Par exemple, dans la matrice échelonnée donnée en exemple ci-dessus, 4 colonnes sur 6 sont non nulles, 
donc le rang de cette matrice est 4. 

La preuve de cette proposition consiste à remarquer que les vecteurs colonnes non nuls sont linéairement 
indépendants, ce qui au vu de la forme échelonnée de la matrice est facile. 


1.3. Opérations conservant le rang 


Proposition 3. 
Le rang d’une matrice ayant les colonnes C5, C2,...,C, n’est pas modifié par les trois opérations élémentaires 
suivantes sur les vecteurs : 


1. C; ÀC; avec À Z 0 : on peut multiplier une colonne par un scalaire non nul. 
2. Ci C;+AC; avec 2EK (et j À i) : on peut ajouter à la colonne C; un multiple d'une autre colonne C:. 


3. CG; C; : on peut échanger deux colonnes. 


à à sr : 
Plus généralement, l'opération C;  C; + nr ; A;C; conserve le rang de la matrice. 

On a même un résultat plus fort, comme vous le verrez dans la preuve : l’espace vectoriel engendré par les 
vecteurs colonnes est conservé par ces opérations. 


Démonstration. Le premier et troisième point de la proposition sont faciles. 
Pour simplifier l'écriture de la démonstration du deuxième point, montrons que l'opération C; — C1 + AC: 
ne change pas le rang. Notons v; le vecteur correspondant à la colonne C; d’une matrice À. L'opération 
sur les colonnes C,  C;, + AC, change la matrice À en une matrice 4’ dont les vecteurs colonnes sont : 
Vi + ÀVo, Vo, Va, Vpe 
Il s’agit de montrer que les sous-espaces F — Vect(v:, v,,...,v,) et G — Vect(v1 + vo, v2, va, ...,v,) Ont la 
même dimension. Nous allons montrer qu’ils sont égaux! 

. Tout générateur de G est une combinaison linéaire des v;, donc GCF. 

* Pour montrer que F C G, il suffit de montrer v, est combinaison linéaire des générateurs de G, ce qui 

s'écrit : V1 = (V1 + Àvo) — Av. 


Conclusion : F = G et donc dimF =dimG. 


Méthodologie. Comment calculer le rang d’une matrice ou d’un système de vecteurs ? 

Il s’agit d'appliquer la méthode de Gauss sur les colonnes de la matrice A (considérée comme une juxtaposition 
de vecteurs colonnes). Le principe de la méthode de Gauss affirme que par les opérations élémentaires 
CGAG, Ge C+AC; Ge C;, on transforme la matrice A en une matrice échelonnée par rapport aux 
colonnes. Le rang de la matrice est alors le nombre de colonnes non nulles. 

Remarque : la méthode de Gauss classique concerne les opérations sur les lignes et aboutit à une matrice 
échelonnée par rapport aux lignes. Les opérations sur les colonnes de À correspondent aux opérations sur 
les lignes de la matrice transposée A!. 
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1.4. Exemples 


Exemple 3. 
Quel est le rang de la famille des 5 vecteurs suivants de R‘? 
1 —1 3 3 3 
1 2 2 5 8 
= We 6 | “= | 9 4 
1 1 = —1 1 


1 —1 3 3 3 
1 2 2 5 8 
1 —1 O0 1 
1 1 —3 —1 1 


En faisant les opérations C2 — Co + Ci, C3 C3 —3C1 , Ca Ca —3C1, Ci — C5 —3C, on obtient des zéros 
sur la première ligne à droite du premier pivot : 


DL 58 1 0 O0 O0 0 
A LS 1 SE 
do = 6 D" ET ds 
Re 1 S 6. 


On échange C; et C; par l'opération C, «<= C; pour avoir le coefficient —1 en position de pivot et ainsi éviter 
d'introduire des fractions. 


1 0 O0 O0 0 1 0 0 0 0 
Lt SNS SE 
LD 4 ne 2) Lai 
SR Dé 2 42 


En faisant les opérations C3 — C3 + 3C2, Ca — Ca + 2C et C5 < Gs + 5C, on obtient des zéros à droite de 
ce deuxième pivot : 


1 O0 O0 O0 0 1 0 (0) (0) () 

1 —-13 2 35 1 —1 0 0 0 

4 1 25) li zé at it 

1 —6 2 —4 —2 1 —6 —16 —16 —32 
Enfin, en faisant les opérations C, C4, — CG; et Cs C5 — 2C;, on obtient une matrice échelonnée par 
colonnes : 

1 0 (0 0 (0 1 0 0 O0 

1 —1 0 (0 (0 1 —1 0 O0 0 

1 4 it dt 29 | VE 4 =ût 0 0 

1 —6 —16 —16 —32 1 —6 —16 O0 O 


Il y a 3 colonnes non nulles : on en déduit que le rang de la famille de vecteurs {v1, vo, v3, v4, VS} est 3. 


En fait, nous avons même démontré que 
La) 
Vect(v:, Vo, Va, V4, V5) = Vect (( 1 ) , (1) D (5 )) à 
1 —6 —16 
Exemple 4. 


Considérons les trois vecteurs suivants dans R° : v, = (1,2, 1, 2,0), v = (1,0,1,4,4) et v3 = (1,1,1,0,0). 
Montrons que la famille {v., vs, v} est libre dans R°. Pour cela, calculons le rang de cette famille de vecteurs 
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ou, ce qui revient au même, celui de la matrice suivante : 


1 1 1 

2 O0 1 

LT L 1 

2 4 0 

0 4 0 

Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on obtient : 

1 1 1 1 O0 O0 1 0 O0 1 0 O0 
2 O0 1 2 —2 —1 2 —1 —-1 2 —1 O0 
1111-11 0 O01!-11 0 O!-|1 0 0 
2 4 0 2 2 —2 2 1 —2 2 1 —3 
0 4 0 0 4 0 0 2 O0 0 2 —2 


Comme la dernière matrice est échelonnée par colonnes et que ses 3 colonnes sont non nulles, on en déduit 
que la famille {v,, v2, v3} constituée de 3 vecteurs est de rang 3, et donc qu’elle est libre dans R°. 


Exemple 5. 

Considérons les quatre vecteurs suivants dans R° : v, = (1,2,3), v> = (2,0,6), v3 = (3,2,1) et Va = 
(—1,2,2). Montrons que la famille {v:, v2, v3, v,} engendre RŸ. Pour cela, calculons le rang de cette famille 
de vecteurs ou, ce qui revient au même, celui de la matrice suivante : 


1 2 3 —1 
2 0 2 2 
3 6 1 2 
Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on obtient : 
1 2 3 —1 1 O O 0 1 0 O0 0 1 0 O0 0 
202 2 +12 —4 —4 4]+<12 —4 0 01-12 —4 0 0 
3 6 1 2 3 0 —8 5 3. 0 8 5 3 O0 —8 0 


La famille {v:, v2, vs, v,} est donc de rang 3. Cela signifie que Vect(v;, vo, vs, v,) est un sous-espace vectoriel 
de dimension 3 de R°. On a donc Vect(v., v2, V3, va) = R°. Autrement dit, la famille {v1, v2, v2, v4} engendre 
R°. 


1.5. Rang et matrice inversible 


Nous anticipons sur la suite, pour énoncer un résultat important : 


Théorème 1 (Matrice inversible et rang). 
Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n. 


La preuve repose sur plusieurs résultats qui seront vus au fil de ce chapitre. 


Démonstration. Soit À une matrice carrée d'ordre n. Soit f l’'endomorphisme de K" dont la matrice dans la 
base canonique est A. On a les équivalences suivantes : 


A derang n f derang n 
f surjective 


f bijective 


TITI 


À inversible. 


Nous avons utilisé le fait qu’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est bijectif si et 


seulement s’il est surjectif et le théorème sur la caractérisation de la matrice d’un isomorphisme. 
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1.6. Rang engendré par les vecteurs lignes 


On a considéré jusqu'ici une matrice À € M, ,(K) comme une juxtaposition de vecteurs colonnes (v:,...,v,) 
et défini rgA = dim Vect(v;,...,v,). Considérons maintenant que À est aussi une superposition de vecteurs 
lignes (w1,...,w,). 

Proposition 4. 

rgA = dim Vect(w:,...,w,) 


Nous admettrons ce résultat. Autrement dit : l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes et l’espace 
vectoriel engendré par les vecteurs lignes sont de même dimension. 
Une formulation plus théorique est que le rang d’une matrice égale le rang de sa transposée : 


rgA = rgAT 


Attention ! Les dimensions dim Vect(v:,...,v,) et dim Vect(w:,...,w,) sont égales, mais les espaces vectoriels 
Vect(v1,...,v,) et Vect(w1,...,w,) ne sont pas les mêmes. 


Mini-exercices. 


1. Quel est le rang de la famille de vecteurs ((2) (2) (2) | (5)) ? 


A | 1 t 1 : N 
Même question pour (( È ) ; ( 1 ) ; ( 1 )) en fonction du paramètre t ER. 


1 2 —4 —2 —1 
2. Mettre sous forme échelonnée par rapport aux colonnes la matrice | O —2 4 2  O |.Calculer 
LI SET, À 


son rang. Idem avec 


| 
+ NN 
M & h N 
ND BB 01 01 


—5 —7 
3. Calculer le rang de | —1 3 1 2 |en fonction de a et b. 
1 a —2 b 
4. Calculer les rangs précédents en utilisant les vecteurs lignes. 
5. Soit f : E — F une application linéaire. Quelle inégalité relie rg(f(v1),..., f(v,)) et rg(v1,..….,v,)? 
Que se passe-t-il si f est injective ? 


2. Applications linéaires en dimension finie 


Lorsque f : E — F est une application linéaire et que E est de dimension finie, la théorie de la dimension 
fournit de nouvelles propriétés très riches pour l'application linéaire f. 


2.1. Construction et caractérisation 


Une application linéaire f : E — F, d’un espace vectoriel de dimension finie dans un espace vectoriel 
quelconque, est entièrement déterminée par les images des vecteurs d’une base de l’espace vectoriel E de 
départ. C’est ce qu'affirme le théorème suivant : 


Théorème 2 (Construction d’une application linéaire). 
Soient E et F deux espaces vectoriels sur un même corps K. On suppose que l’espace vectoriel E est de 
dimension finie n et que (e1,...,e,) est une base de E. Alors pour tout choix (v.,...,v,) de n vecteurs de F, 


MATRICES ET APPLICATIONS LINÉAIRES 2. APPLICATIONS LINÉAIRES EN DIMENSION FINIE 193 


il existe une et une seule application linéaire f : E — F telle que, pour tout i=1,...,n: 


Je). 


Le théorème ne fait aucune hypothèse sur la dimension de l’espace vectoriel d’arrivée F. 


Exemple 6. 
Il existe une unique application linéaire f : R° — R[X] telle que f(e;) = (X + 1}! pour i = 1,...,n (où 
(e1,...,e,) est la base canonique de R”). 


Pour un vecteur x =(x,,...,x,),ona 


Free) = fé tee) = xifla)tee Ex, f(e,) = xx + 1}. 
i=1 


Démonstration. 
* Unicité. Supposons qu’il existe une application linéaire f : E — F telle que f(e;) = v;, pour tout 
i=1,...,n. Pour xEe E, il existe des scalaires x,,x2,...,x, uniques tels que x = 2 x;e;. Comme f 
est linéaire, on a 


= (Due ]= Dre = Drum (6) 
i=l i=1 i=1 


Donc, si elle existe, f est unique. 

* Existence. Nous venons de voir que s’il existe une solution c’est nécessairement l’application définie par 
l'équation (+). Montrons qu’une application définie par l'équation (+) est linéaire et vérifie f(e;) = v;. Si 
(x1,...,x,) (resp. y =(y1,..., y)) sont les coordonnées de x (resp. y) dans la base (e,,...,e,), alors 


f [ax + uk) = D (x: + uyi)f (ei) 


i=1 i=1 


(Ax +uy) 


À D xif Ce) +u D vif Ce) = f(x) + uf On). 
i=1 i=1 


Enfin les coordonnées de e; sont (0,...,0,1,0,...,0) (avec un 1 en i-ème position), donc f(e;) = 1-v; = v;. 
Ce qui termine la preuve du théorème. 


2.2. Rang d’une application linéaire 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit f : E — F une application linéaire. On rappelle que l’on note 
f(E) par Im f, c'est-à-dire Im f = {fGo)lx € E}. Im f est un sous-espace vectoriel de F. 


Proposition 5. 
Si E est de dimension finie, alors : 

°. Imf = f(E) est un espace vectoriel de dimension finie. 

° Si(e:,...,e,) est une base de FE, alors Im f = Vect (F(e), . ,f(en)). 
La dimension de cet espace vectoriel Im f est appelée rang de f : 


rg(f) = dimlmf = dim Vect (F(e), es ,f (en) 


Démonstration. Il suffit de démontrer que tout élément de Imf est combinaison linéaire des vecteurs 


f(e1), CE) TC) 
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Soit y un élément quelconque de Im f . Il existe donc un élément x de E tel que y = f(x). Comme(e:,...,e,) 
n 


est une base de EF, il existe des scalaires (x:,...,x,) tels que x = > x;e;. En utilisant la linéarité de f, on 
i=1 


n 
en déduit que y = f(x) = LS x;f (e;), ce qui achève la démonstration. 
i=1 
Le rang est plus petit que la dimension de E et aussi plus petit que la dimension de F, si F est de dimension 
finie : 
Proposition 6. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application linéaire. On a 


rg(f) <min(dimE,dimF). 


Exemple 7. 

Soit f : R° — R? l'application linéaire définie par f(x, y,z) = (3x —4y +2x,2x —3y —x). Quel est le rang 
de f ? 

Si on note e;, = (0) ea = (1) et e3 — (0). alors (e,e2,e3) est la base canonique de R°. 

Il s’agit de trouver le rang de la famille {v,, v, va} : 


mn =f@)=f(s)=(), =f@)=f(1)=(), v»=f(e)=f(5)=(2) 


ou, ce qui revient au même, trouver le rang de la matrice 


3 — 
A= > : 
2 —3 —1 


Commençons par estimer le rang sans faire de calculs. 

. Nous avons une famille de 3 vecteurs donc rg f < 3. 

* Mais en fait les vecteurs v;,v2,v, vivent dans un espace de dimension 2 donc rg f < 2. 

°_f n’est pas l'application linéaire nulle (autrement dit v.,v,,v, ne sont pas tous nuls) donc rgf > 1. 
Donc le rang de f vaut 1 ou 2. Il est facile de voir que v, et v, sont linéairement indépendants, donc le rang 
est 2 : 

rgf = rg(F(e1),f(e2), f(ez)) = dim Vect(:, v2, v3) = 2 

Remarque : il est encore plus facile de voir que le rang de la matrice À est 2 en remarquant que ses deux 
seules lignes ne sont pas colinéaires. 


2.3. Théorème du rang 


Le théorème du rang est un résultat fondamental dans la théorie des applications linéaires en dimension 
finie. 
On se place toujours dans la même situation : 
° f:E— Fest une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels, 
. FE est un espace vectoriel de dimension finie, 
* le noyau de f est Kerf = {x €eE|f(x) = Or} ; C'est un sous-espace vectoriel de E, donc Ker f est de 
dimension finie, 
. l’image de f est Imf = f(E) = {fCx) |xEe E} ; c’est un sous-espace vectoriel de F et est de dimension 
finie. 
Le théorème du rang donne une relation entre la dimension du noyau et la dimension de l’image de f. 
Théorème 3 (Théorème du rang). 
Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie. Alors 


dimE = dimKer f + dimimf 
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Autrement dit : |dimE = dimKerf +rgf 


Dans la pratique, cette formule sert à déterminer la dimension du noyau connaissant le rang, ou bien le 
rang connaissant la dimension du noyau. 


Exemple 8. 
Soit l'application linéaire 
f : Rt — FR 
(x, X2, X3,Xa) > (x — Xo + X3,2X1 + 2X0 + 6X3 + 4X4, —X1 — 2X3 — X4) 
Calculons le rang de f et la dimension du noyau de f. 


+ Première méthode. On calcule d’abord le noyau : 


(x 1, X2, X3, Xa) € Ker f —> f(x, X2, X3, X4) — (0, 0, 0) 


X1 — X2o + X3 = 0 
—> 2x; + 2X9 + 6X3 + AX4 = 0 
—X] = 2X3 = X4 =v 0 


On résout ce système et on trouve qu’il est équivalent à 


X1 — X2 + X3 
X2 + X3 + X4 


I] 
So 


On choisit x; et x, comme paramètres et on trouve : 


Ker f = (2x; Lys = Na Aa) [ts Xe R} 
—2 —1 
— Ls( 5 )+u() | x3,x4 ER} 
0 1 
—2 1 
=we(() (5) 
0 1 


Les deux vecteurs définissant le noyau sont linéairement indépendants, donc dim Ker f = 2. 
On applique maintenant le théorème du rang pour en déduire sans calculs la dimension de l’image : 
dimIm f = dimR“— dimKer f =4—2 = 2. Donc le rang de f est 2. 

+ Deuxième méthode. On calcule d’abord l’image. On note (e,e2,e3,e4) la base canonique de R*. 
Calculons v; = f(e;) : 


n=fep=f($)=(3) m=rce=r(i)-(7) 


“=re)=f(t)=(4) m=rco=r($)-(4) 


On réduit la matrice À, formée des vecteurs colonnes, sous une forme échelonnée : 


1 —1 1 0 1 0 0 0 
A=|2 2 6 41]-+| 2 4 0 0 
—1 0 —2 —1 —1 —1 0 0 


Donc le rang de À est 2, ainsi 


rg. f = dimim f = dim Vect(f(e:), f(e2), f (es), f (e4)) = 2 
Maintenant, par le théorème du rang, dimKer f = dimR*—rgf —=4—2=—2. 
On trouve bien sûr le même résultat par les deux méthodes. 


Exemple 9. 
Soit l'application linéaire 
f'RIX] — Rx] 
P(X) — P’{(X) 


où P/(X) est la dérivée seconde de P(X). Quel est le rang et la dimension du noyau de f ? 
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On remarquera le rôle essentiel joué par le théorème de la base incomplète dans cette démonstration. 


Première méthode. On calcule d’abord le noyau : 


P(X)eKerf = f(P(X))=0 

= P'(X)=0 

> P'(X)=a 

— P(X) = aX +b 
où a,b ER sont des constantes. Cela prouve que Ker f est engendré par les deux polynômes : 1 (le 
polynôme constant) et X. Ainsi Kerf = Vect(1,X}). Donc dimKerf = 2. Par le théorème du rang, 
rgf = dimimf = dimR,[X]-dimKerf =(n+1)—-2=n—1. 
Deuxième méthode. On calcule d’abord l’image : (1,X,X2,...,X") est une base de l’espace de départ 
R,[X |, donc 

rgf =dimimf = dim Vect(f(1),f(X), . FT), 

Tout d’abord, f(1) = 0 et f(X) = 0. Pour k > 2, f(X*) = k(k—1)X*2. Comme les degrés sont 
échelonnés, il est clair que {F(X2), F(XS), Si ,:fOT)} = {2, 6X,12X2,...,n(n— 1x2} engendre un 
espace de dimension n — 1, donc rgf = n—1. Par le théorème du rang, dimKerf = dimR,[X]—rgf = 
(n+1)-(n—1)=2. 


Preuve du théorème du rang. 


Premier cas : f est injective. 

En désignant par (e,,...,e,) une base de E, nous avons vu que la famille à n éléments (F(e1), see ,f (en) 
est une famille libre de F (car f est injective), donc une famille libre de Im f. De plus, { fe), ...,f (e:)} 
est une partie génératrice de Im f. Donc (f(e:),...,f(e,)) est une base de Imf. Ainsi dimlmf = n, et 
comme f est injective, dimKer f = 0, et ainsi le théorème du rang est vrai. 

Deuxième cas : f n’est pas injective. 

Dans ce cas le noyau de f est un sous-espace de E de dimension p avec 1 < p < n. Soit (e1,...,€,) une 
base de Ker f. D’après le théorème de la base incomplète, il existe n —p vecteurs €,,1,...,€, de E tels 
que (€1,€2,...,€,) soit une base de E. 

Alors Im f est engendrée par les vecteurs f(e:), f(e2),...,f(e,). Mais, comme pour tout i vérifiant 
1<i<ponaf(e;)=0,Imf est engendrée par les vecteurs f(e,,1),...,f(e;). 

Montrons que ces vecteurs forment une famille libre. Soient à, ,1,...,a, des scalaires tels que 


Qp+17 (Ep+1) co Ls nf (En) = 0. 
Puisque f est une application linéaire, cette égalité équivaut à l'égalité f (ai TS en CAC) = 0, 
qui prouve que le vecteur @,41€,41 +:-:+4a,€, appartient au noyau de f. Il existe donc des scalaires 
2,..., 7, tels que 
doneper Feb, = AE Er AE, 

Comme (€:,€2,...,€,) est une base de E, les vecteurs €1,€2,...,€, sont linéairement indépendants 
et par conséquent pour tout i = 1,...,p, À; = 0, et pour tout i = p +1,...,n, a; = 0. Les vecteurs 
f(ep+1),-..,f (en) définissent donc bien une base de Im f. Ainsi le sous-espace vectoriel Im f est de 
dimension n — p, ce qui achève la démonstration. 


2.4. Application linéaire entre deux espaces de même dimension 


Rappelons qu’un isomorphisme est une application linéaire bijective. Un isomorphisme implique que les 


espaces vectoriels de départ et d’arrivée ont la même dimension. La bijection réciproque est aussi une 


application linéaire. 
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Proposition 7. 
Soit f : E — F un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si E (respectivement F) est de dimension finie, alors F 
(respectivement E) est aussi de dimension finie et on a dimE = dimF. 


Démonstration. Si E est de dimension finie, alors comme f est surjective, F = Im f, donc F est engendré 
par l’image d’une base de E. On a donc F de dimension finie et dimF < dimE. De même f l:F —E est 
un isomorphisme, donc f !(F)—E, ce qui prouve cette fois dimE < dimF. 


Si c’est F qui est de dimension finie, on fait le même raisonnement avec f”!. 


Nous allons démontrer une sorte de réciproque, qui est extrêmement utile. 


Théorème 4. 
Soit f : E — F une application linéaire avec E et F de dimension finie. 
Supposons dimE = dim F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) f est biective 
(ii) f est injective 
(iü) f est surjective 


Autrement dit, dans le cas d’une application linéaire entre deux espaces de même dimension, pour démontrer 
qu’elle est bijective, il suffit de démontrer l’une des deux propriétés : injectivité ou surjectivité. 


Démonstration. C’est immédiat à partir du théorème du rang. En effet, la propriété f injective équivaut à 
Ker f = {0}, donc d’après le théorème du rang, f est injective si et seulement si dimim f = dimE. D’après 
l'hypothèse sur l'égalité des dimensions de E et de F, ceci équivaut à dimlm f = dim F. Cela équivaut donc 


àlmf =F, c’est-à-dire f est surjective. 


Exemple 10. 

Soit f : IR? — IR? définie par f(x, y) =(x—y,x+ y). Une façon simple de montrer que l’application linéaire 
f est bijective est de remarquer que l’espace de départ et l’espace d’arrivée ont même dimension. Ensuite 
on calcule le noyau : 


(x,y)eKerf = f(x,y)=0 = (x—-7y,x+7)=(0,0) 


+y = 0 
— A — (x, y) = (0,0) 
Xx—y = 0 


Ainsi Ker f = {(0, 0)} est réduit au vecteur nul, ce qui prouve que f est injective et donc, par le théorème 4, 


que f est un isomorphisme. 


Exemple 11. 

On termine par la justification que si une matrice admet un inverse à droite, alors c’est aussi un inverse à 
gauche. La preuve se fait en deux temps : (1) l’existence d’un inverse à gauche ; (2) l'égalité des inverses. 
Soit À € M,(K) une matrice admettant un inverse à droite, c’est-à-dire il existe B € M,(K) tel que AB = I. 


1. Soit f : M,(K) — M,(K) définie par f (M) = MA. 
(a) f est une application linéaire, car f(AM + uN) = (AM + uN)A= Af(M) + uf(N). 


(b) f est injective : en effet supposons f(M) = O (où O est la matrice nulle), cela donne MA = O. On 
multiplie cette égalité par B à droite, ainsi MAB = OB, donc MI = 0, donc M = 0. 


(c) Par le théorème 4, f est donc aussi surjective. 


(d) Comme f est surjective, alors en particulier l'identité est dans l’image de f. C'est-à-dire il existe 
Ce M,(K) tel que f(C) = I. Ce qui est exactement dire que C est un inverse à gauche de A: CA=I. 
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2. Nous avons AB = I et CA=1I. Montrons B = C. Calculons CAB de deux façons : 


(CA)B = IB =B 


donc B=cC. 


Mini-exercices. 


et C(AB)=CI=C 


1. Soit (e,,e,e:) la base canonique de R°. Donner l'expression de f(x, y,z) où f : R° — R est 


l'application linéaire qui envoie e, sur son opposé, qui envoie e, sur le vecteur nul et qui envoie e; sur 


la somme des trois vecteurs e,,69, a. 


2. Soit f : R° — R? définie par f(x, y,z) = (x —2y —3z,2y + 3z). Calculer une base du noyau de f, 


une base de l’image de f et vérifier le théorème 


du rang. 


3. Même question avec f : R° — R° définie par f(x, y,z)=(—-y+2,x+2,x+7y). 


4. Même question avec l’application linéaire f : R,[X]— R,[X] qui à XF associe X*-1 pour 1<k<n 


et qui à 1 associe O. 


5. Lorsque c’est possible, calculer la dimension du noyau, le rang et dire si f peut être injective, surjective, 


bijective : 


+ Une application linéaire surjective f : R7 — 


+ Une application linéaire injective f : R° — RÉ. 


R+. 
8 


+ Une application linéaire surjective f : R4— 
+ Une application linéaire injective f : R° —R 


R+. 
6. 


3. Matrice d’une application linéaire 


Nous allons voir qu’il existe un lien étroit entre les matrices et les applications linéaires. À une matrice on 


associe naturellement une application linéaire. Et réciproquement, étant donné une application linéaire, et 


des bases pour les espaces vectoriels de départ et d’arrivée, on associe une matrice. 


Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont de 


dimension finie. 


3.1. Matrice associée à une application linéaire 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension 


finie. Soient p la dimension de E et 3 —(e:,...,e,) 


une base de E. Soient n la dimension de F et 3” =(f,,...,f,) une base de F. Soit enfin f : E — F une 


application linéaire. 


Les propriétés des applications linéaires entre deux espaces de dimension finie permettent d’affirmer que : 


. l'application linéaire f est déterminée de façon unique par l’image d’une base de E, donc par les vecteurs 


f(e1), f(e2), ta PTE 


« Pourje{1,...,p}, f(e;) est un vecteur de F et sé 
des vecteurs de la base Z’=(f,,f2,...,f,) de F. 
Il existe donc n scalaires uniques à: ;,@2,j,...,Qn; 


fe;)=mifi+e;fot--+a fs = 


Ainsi, l’application linéaire f est entièrement détermi 
donc naturel d'introduire la définition suivante : 


crit de manière unique comme combinaison linéaire 


(parfois aussi notés a:;,42;,...,a,;) tels que 


dj 


dj 


An,j æ! 


née par les coefficients (a; ;)( jeti,..n}x{1,….p}" I eSt 
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Définition 4. 
La matrice de l’application linéaire f par rapport aux bases % et %” est la matrice (a;, 5) € Mhp(K) dont 


la j-ème colonne est constituée par les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base TS CR 
fCe1) .… f(e;) … f(e,) 
fi di1 dj +. ip 
f2 d21 dj dp 
fn Qn1 Anj sue Anp 


En termes plus simples : c’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont l’image par f des vecteurs de la 
base de départ 3, exprimée dans la base d’arrivée ”. On note cette matrice Maty æ(f). 


Remarque. 


* La taille de la matrice Mat; 4/(f) dépend uniquement de la dimension de E et de celle de F. 
+ Par contre, les coefficients de la matrice dépendent du choix de la base de E et de la base 3’ de F. 


Exemple 12. 
Soit f l'application linéaire de R° dans R° définie par 
f : R — KR 
CiX2,X3) > (ti +X2—X3,X1 — 2X2 + 3x3) 
Il est utile d'identifier vecteurs lignes et vecteurs colonnes; ainsi f peut être vue comme l'application 
pi(e)- CHE.) 
Soient 3 = (e1,e2, e3) la base canonique de R° et 3’ — (fi, f2) la base canonique de R?. C'est-à-dire : 


1 (0 (0) 

1 (0 

e = |0 e=|1 e3=|0 fi = 0 = 1 
0 (0 1 


1. Quelle est la matrice de f dans les bases Z et 3”? 
+ Ona f(e;) = f(1,0,0) = (1,1) = f, + f2. La première colonne de la matrice Mat; 4/(f ) est donc 


(Gi). 


+ De même f(e2) = f(0,1,0) = (1,—2) = f, —-2f:. La deuxième colonne de la matrice Mat; 4/(f ) est 


donc ( _. L 
+ Enfin f(e3) = f(0,0,1) = (—-1,3) = —f; +3f. La troisième colonne de la matrice Mat; 4/(f) est 
donc (> ). 
Ainsi : 
Mat, 21) = È 2 ;) 
2. On va maintenant changer la base de l’espace de départ et celle de l’espace d'arrivée. Soient les vecteurs 


1 1 
€1 — 1 €2 — 0 €3 — 1 é=(.) é=(;) 
0 1 1 


On montre facilement que Æo = (€1,€2, €3) est une base de R° et B« = (1; P2) est une base de KR. 
Quelle est la matrice de f dans les bases Z et 5? 


f(e:) = f(1, 1, 0) _ (2 —1) — 3: _ Po; f(e)2) = f (1,0, 1) — (0, 4) — —4@: Æ 4), f(e3) — f(O, 1, 1) — 


(0,1) = —D: + D2, donc 
Matz,,æ,(f) = (£ pi pa 


Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases. 
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3.2. Opérations sur les applications linéaires et les matrices 


Proposition 8. 
Soient f,g : E — F deux applications linéaires et soient 8 une base de E et ” une base de F. Alors : 


+ Maty g(f +8) = Maty. (f)+Matz æ(£) 
+ Mat, (Af) = Mat, æ(f) 


Autrement dit, si on note : 
A= Matz æ(f) B = Matz (2) C = Mat. (f +g) D = Matz #(Af) 
Alors : 
C=A+B D = AA 
Autrement dit : la matrice associée à la somme de deux applications linéaires est la somme des matrices (à 


condition de considérer la même base sur l’espace de départ pour les deux applications et la même base sur 
l’espace d’arrivée). Idem avec le produit par un scalaire. 


Le plus important sera la composition des applications linéaires. 


Proposition 9. 
Soient f : E — F et g : F — G deux applications linéaires et soient @ une base de E, 8’ une base de F et 
"une base de G. Alors : 


Mat,2"(g ° f)= Matæ,#"(8) X Matg,æ(f) 


Autrement dit, si on note : 
A=Matz,m()  B=Matz,g(g)  C=Matz.æ(gof) 
Alors 
C—=BxA 
Autrement dit, à condition de bien choisir les bases, la matrice associée à la composition de deux applications 
linéaires est le produit des matrices associées à chacune d'elles, dans le même ordre. 


En fait, le produit de matrices, qui semble compliqué au premier abord, est défini afin de correspondre à la 
composition des applications linéaires. 


Démonstration. Posons p — dim(E) et # —(e:,...,e,) une base de E;n—dimF et B'—=(f1,...,f,) une 
base de F ;, q =dimG et 8° = (g1,...,g8,) une base de G. Écrivons À = Matg,3/(f) = (a;;) € M; (K) la 
matrice de f, B = Mat g"(g) = (bij) € Mo n(K) la matrice de g, C = Mat æ/(g of) =(c;) € M, (K) la 
matrice de gof. 

On a 


g(f(e1)) 
gCaufi +-+anf:) 
= ane) -ceae() 


= an (bn rte bang) ne a bis SET bmx) 


Ainsi, la première colonne de C = Mat; 4/(g 0 f) est 


(g °F Xe) 


Il 


d1b11 +" + An1in 
d1021 +°*+An1D2n 


dbaqt ELLE à A1 Pqn 
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Mais ceci est aussi la première colonne de la matrice BA. En faisant la même chose avec les autres colonnes, 
on remarque que C = Matz 4(g © f) et BA sont deux matrices ayant leurs colonnes égales. On a donc bien 


l'égalité cherchée. 


Exemple 13. 

On considère deux applications linéaires : f : R? — R et g : R° — R?. On pose E = R?, F = R°, G = R°? 
avec f :E—F,g:F — G.Onse donne des bases : 3 = (e,,e) une base de E, 8” —(f;, f2, f:) une base 
de F,et 8” =(g,g2) une base de G. 

On suppose connues les matrices de f et g : 


1 O0 
2 —1 O 
A= Mat y ,#/(f) =|1 1|Ee M3 2 B = Mat #(g) — 3 1 2 € M3 
0 2 


Calculons la matrice associée à gof :E—G,C—=Matz 4/(g o f), de deux façons différentes. 


1. Première méthode. Revenons à la définition de la matrice de l'application linéaire g o f. Il s’agit 
d'exprimer l’image des vecteurs de la base de départ Z dans la base d'arrivée Z”’. C'est-à-dire qu'il faut 
exprimer g o f(e;) dans la base (g1,g2). 


+ Calcul des f(e;). On sait par définition de la matrice À que f(e,) correspond au premier vecteur 


colonne : plus précisément, f(e) = (2), = 1f +1f5 +0f3 = f1 + fo. 


: 0 
De même, f (e) = (al = Of, +1f2 +2f3 = fo +2f3. 
Calcul des g(f;). Par définition, g(f;) correspond à la j-ème colonne de la matrice B : 


— g(f1) = () = 2g1 +382 
— g(f2>)= C ) = —g +8 
0 
— g(f. )-[ ) = 2g 
3 2h. 2 


Calcul des g o f(e;). Pour cela on combine les deux séries de calculs précédents : 
g © fCe1) = 81 +2) = 201) + 802) = (281 + 382) + (—g1 + g2) = 81 + 482 


go f(e)= 802 +2f3) = 802) + 28(F3) = (—g1 + 82) + 20282) = —g1 + 582 
+ Calcul de la matrice C = Mat, 4"(g 0 f) : cette matrice est composée des vecteurs g o f(e;) exprimés 
dans la base 3”. Comme 


1 =] 
so f)=g +482 (1) Lo f(eD= 8 +582 | 5 ) 


[ZA 


PRES 


On trouve bien une matrice de taille 2 x 2 (car l’espace de départ et d’arrivée de g o f est R?). 


alors 


2. Deuxième méthode. Utilisons le produit de matrices : on sait que C = BA. Donc 


1 
Maty w(gof)=C=BxA RO ne 
dt ang OF )J=C —= — _ 
2,878 3 1 2 ae dd 


Cet exemple met bien en évidence le gain, en termes de quantité de calculs, réalisé en passant par l’intermé- 
diaire des matrices. 
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3.3. Matrice d’un endomorphisme 


Dans cette section, on étudie le cas où l’espace de départ et l’espace d’arrivée sont identiques : f : E — E est 
un endomorphisme. Si dimE = n, alors chaque matrice associée à f est une matrice carrée de taille n x n. 
Deux situations : 
. Si on choisit la même base 3 au départ et à l’arrivée, alors on note simplement Mat.;(f) la matrice 
associée à f. 
* Mais on peut aussi choisir deux bases distinctes pour le même espace vectoriel E ; on note alors comme 
précédemment Maty æ(f ). 


Exemple 14. 

* Cas de l’identité : id : E — FE est définie par id(x) = x. Alors quelle que soit la base Z de EF, la matrice 
associée est la matrice identité : Mat;(id) = 1,. (Attention! Ce n’est plus vrai si la base d’arrivée est 
différente de la base de départ.) 

+ Cas d’une homothétie h; : E — E,h;,(x) = À:x (où À eK est le rapport de l’homothétie) : Mat4(hà1) = 
AI 

+ Cas d’une symétrie centrale s: E —E, s(x) = —x : Mat3(s) = —I,. 


n° 


+ Cas de ro : R° — R? la rotation d’angle 6, centrée à l’origine, dans l’espace vectoriel R? muni de la 
base canonique %. Alors r,y(x, y) = (x cos 0 — y sin 0,x sin 0 + ycos0). On a 


O0 —sin , 
Matz(ro) = . 


sin0 cos 
Dans le cas particulier de la puissance d’un endomorphisme de E, nous obtenons : 


Corollaire 1. 
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et 8 une base de E. Soit f : E — E une application linéaire. 
Alors, quel que soit p EN: 


Mat3(f?) = (Matz(f)) 


Autrement dit, si À est la matrice associée à f, alors la matrice associée à fP = fofo--.0f est AÆ — 
—— ——— 


p occurrences 
AXAXx::-x A. La démonstration est une récurrence sur p en utilisant la proposition 9. 
p facteurs 
Exemple 15. 
Soit r, la matrice de la rotation d’angle 0 dans R?. La matrice de Fe est : 
- P 
Mata(r)= (Mata(ro) = (NE a) 


Un calcul par récurrence montre ensuite que 


Maty(r?) E . Fe) | 


sin(pO) cos(p8) 
ce qui est bien la matrice de la rotation d’angle p@ : composer p fois la rotation d’angle 0 revient à effectuer 
une rotation d’angle p6. 


3.4. Matrice d’un isomorphisme 


Passons maintenant aux isomorphismes. Rappelons qu’un isomorphisme f : E — F est une application 
linéaire bijective. Nous avons vu que cela entraîne dimE = dimF. 


Théorème 5 (Caractérisation de la matrice d’un isomorphisme). 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie. Soit f : E — F une application linéaire. 
Soient B une base de E, 8” une base de F et A= Mat /(f ). 
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1. f est bijective si et seulement si la matrice A est inversible. Autrement dit, f est un isomorphisme si et 
seulement si sa matrice associée Mat 4/( ) est inversible. 


2. De plus, si f :E — F est bijective, alors la matrice de l'application linéaire f-! : F — E est la matrice 


—1 
AT. Autrement dit, Mat 3(f 71) = (Mat 90°) : 


Voici le cas particulier très important d’un endomorphisme f : E — E où E est muni de la même base Z au 
départ et à l’arrivée et A = Mat;(f). 


Corollaire 2. 
. f est bijective si et seulement si A est inversible. 
+ Si f est biective, alors la matrice associée à f—! dans la base B est A !. 


Autrement dit : Mat4(f 1!) = (Mats(f)) 


Exemple 16. 
Soient r : R? — R? la rotation d’angle = (centrée à l’origine) et s la réflexion par rapport à l’axe (y = x). 


| 


Quelle est la matrice associée à (so r) ! dans la base canonique Z ? 
cos 0 ne : = 


+ Pour 0 = #, on trouve la matrice A=Matz(r)=| . 
sin® cos 


NIr N 
ne 


; ia à  — 0! 
. La matrice associée à la réflexion est B = Mat4(s) = ; 


1 0 
1 43 
. La matrice desor est B x A = Me El } 
2 2 
dl, 43 AE Ji 
* La matrice de (sor) ! est (BA) ! = ( À | L E à } On aurait aussi pu calculer ainsi : 
2 2 2 2 


(BAY = ART = 
+ On note que (BA) ! = BA ce qui, en termes d'applications linéaires, signifie que (sor) ! =sor. Autrement 
dit, so r est son propre inverse. 


Preuve du théorème 5. On note A= Maty #(f ). 
+ Si f est bijective, notons B = Mat 3(f 1), Alors par la proposition 9 on sait que 
BA = Mat g æ(f 71) X Matz æ(f) —= Matg æ(f of) —= Matz æ(idy) = 1. 

De même AB = I. Ainsi A= Maty æ/(f) est inversible et son inverse est B = Maty (f 7). 

« Réciproquement, si À = Mat; 4(f) est une matrice inversible, notons B — AT, Soit g:F —E 
l'application linéaire telle que B = Matz, 4(g). Alors, toujours par la proposition 9 : 

Mat,3(g ° f) = Matz 3(8) X Mat, (f)= BA=I 

Donc la matrice de go f est l’identité, ce qui implique g o f = id;. De même f og = idf. Ainsi f est 
bijective (et sa bijection réciproque est g). 


Mini-exercices. 
1. Calculer la matrice associée aux applications linéaires f; : R? — IR? dans la base canonique : 
(a) f\ la symétrie par rapport à l’axe (O y), 
(b) f, la symétrie par rapport à l’axe (y = x), 
(c) f; la projection orthogonale sur l'axe (O0 y), 
(d) f4 la rotation d’angle £. 


: PS : à s c—1 
Calculer quelques matrices associées à f; o f; et, lorsque c’est possible, à f.. 
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2. Même travail pour f; : R° — R* : 
(a) f l'homothétie de rapport À, 
(b) f; la réflexion orthogonale par rapport au plan (Oxz), 
(c) f3 la rotation d’axe (Oz) d'angle —7, 


(d) f, la projection orthogonale sur le plan (O0 yz). 


4. Changement de bases 


4.1. Application linéaire, matrice, vecteur 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit 3 — (e:,e,,...,e,) une base de E. Pour chaque x EE, 
il existe un p-uplet unique d'éléments de K (x:,x2,...,x,) tel que 


X— Xje1 +X2e> ++ Xx,e,. 


X1 

X%2 
La matrice des coordonnées de x est un vecteur colonne, noté Mat; (x) ou encore | . : 
m 


Xp 
X1 
X2 


Dans R?, si & est la base canonique, alors on note simplement | : | en omettant de mentionner la base. 


Xp 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application linéaire. Le but de 
ce paragraphe est de traduire l'égalité vectorielle y = f(x) par une égalité matricielle. 
Soient Z une base de E et 3” une base de F. 


Proposition 10. 
+ Soit A = Mat 3, æ/(f ). 


X1 

X2 
° PourxEE, notons X = Mat3(x) = | ; | : 
B 


Y1 
* Pour yEF, notons Y =Matz/(y) = | : | , 


Alors, si y = f(x), on a 


Autrement dit : 


Mat (f(x)) = Maty,#(f) x Mat (x) 


Démonstration. 


X1 
X2 
° On pose B = éysrel B'= aff A= (ai,;,) = Matg,æ( ) et X 692 | ; } 


Xp 


. Ona 


P P P n 
fx) = f (Su) =D xife)=Ù x; auf) 
j=1 j=1 


j=1 i=1 
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En utilisant la commutativité de K, on a 


P P 
f(x) —= D 7) ++ D au ]fe 


j=1 j=1 
De M,j*; 
Di G2,5%ÿ 
. La matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base (f,, f2,..., f,) est . 
Diet dnÿXÿ 
=. di,5X; . 
. : . = @,jX; 2 
. Ainsi la matrice Y = Maty (f(x) = . | n'est autre mea ; | . 
: x 
Der Uny%) 
Exemple 17. 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et Z = (e,,e:,e,) une base de E. Soit f l’'endomorphisme 
de E dont la matrice dans la base Z est égale à 


1 © 1 
A=Mats(f)=|2 3 1 
1 1 0 


On se propose de déterminer le noyau de f et l’image de f. 
Les éléments x de E sont des combinaisons linéaires de e, e, et e3 : X = xje1 + X262 + X3e3. On a 


0 
xekKerf > f(x)=0kz — Mat (f(x)) = 0 
0 

0 X] 0 

— AX=|[0|—A|[x, |=|0 

0 X3 0 

X1 + 2X2 + X3 — 0 

—> 2X1 + 3X2 + X3 — 0 

X1 + X = 0 


On résout ce système par la méthode du pivot de Gauss. On trouve 
Ker f = {xe: + Xoe2 + X3es EE |x1+2x:+x3 = 0 et xo + x3 = 0} 


= {Hire =vee(),) 


Le noyau est donc de dimension 1. Par le théorème du rang, l’image Imf est de dimension 2. Les 
deux premiers vecteurs de la matrice À étant linéairement indépendants, ils engendrent Imf : Imf = 


Vect((2), .($),) 


4.2. Matrice de passage d’une base à une autre 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On sait que toutes les bases de E ont n éléments. 
Définition 5. 
Soit 3 une base de E. Soit #” une autre base de E. 
On appelle matrice de passage de la base Z vers la base ”, et on note P; w, la matrice carrée de taille 


n x n dont la j-ème colonne est formée des coordonnées du j-ème vecteur de la base Z”, par rapport à 
la base Z. 


On résume en : 
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La matrice de passage P;4 4 Contient - en colonnes - les coordonnées des vecteurs de 


la nouvelle base 3” exprimés dans l’ancienne base Z. 


C’est pourquoi on note parfois aussi PZ 4 par Matz(2"). 


Exemple 18. 
Soit l’espace vectoriel réel R?. On considère 


() «0  «() +0 


On considère la base Z = (e,e2) et la base Z° —(e,€2). 
Quelle est la matrice de passage de la base Z vers la base Z°? 
Il faut exprimer €, et €, en fonction de (e,,e,). On calcule que : 


—1 1 
aa +2 | ) eata=() 
2 B 4/3 


La matrice de passage est donc : 
_f=1: d 
Re 2 A 


On va interpréter une matrice de passage comme la matrice associée à l’application identité de E par rapport 
à des bases bien choisies. 


Proposition 11. 
La matrice de passage P3 æ de la base vers la base #” est la matrice associée à l'identité idg : (E, 8°) — 
(E, 8) où E est l’espace de départ muni de la base 8’, et E est aussi l’espace d'arrivée, mais muni de la base 


B : 
Pz = Mat #(idg) 


Faites bien attention à l’inversion de l’ordre des bases! 


Cette interprétation est un outil fondamental pour ce qui suit. Elle permet d'obtenir les résultats de façon 
très élégante et avec un minimum de calculs. 


Démonstration. On pose  —(e,,e,.…..,e,) et 8" =(ei,e,,...,e’). On considère 
idg 4 (E, BR") >? (E, B) 
x — id£(x)=x 


On a idg(e’) = e; = bre ai je: et Matz #(idr) est la matrice dont la j-ème colonne est formée des 


dj 
/ F2 
coordonnées de e; par rapport à B, soit | . |. Cette colonne est la j-ème colonne de Pz #. 


An,j 


Proposition 12. 


1. La matrice de passage d’une base vers une base 8” est inversible et son inverse est égale à la matrice 


de passage de la base 8” vers la base 8 : | Pr = (Po ) Rs 
2. Si 8, Bet B" sont trois bases, alors 


Démonstration. 
1. On a Pz g = Matz g (id E ). Donc, d’après le théorème 5 caractérisant la matrice d’un isomorphisme, 
_ : —1 a a : _ | 
+ — (Maty % (idg )) —= Mat (id? L Or ide” —= idp, donc Ce —= Mat (idz) — Pz,2: 
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2. idg :(E, 8”) — (E, 8) se factorise de la façon suivante : 
id id 
(E, 8") (E, 8) (E, 8). 


Autrement dit, on écrit id; — id£oidg. Cette factorisation permet d'écrire l'égalité suivante : 
Mat (idg ) —= Mat z 3 (idg ) x Mat æ' (idy ), soit Paz, —= Paz 2 X Paz œr. 


Exemple 19. 
Soit E = R° muni de sa base canonique Z. Définissons 
1 () 3 1 () (0) 
Bi = 1|,[—-1},| 2 et B=||—-1|,1[1},| 0 
() (0) —1 () () —1 
Quelle est la matrice de passage de Z; vers 8, ? 
On a d’abord 
1 O0 3 1 O0 O0 
Pg,3, =|1 —1 2 et P3,3, =| —1 1 0 
0 O0 —1 0 O —1 


La proposition 12 implique que P3 3, = Pz,28, * P3,,8,- DONC on a P3, 8, = PS a, X P3,3,. En appliquant 
la méthode de Gauss pour calculer Pa on trouve alors : 
1 


1 0 3) 1 0 O0 
Pa, =|1 —1 2 K1=1 À. 0 
0 O0 —1 0 O0 —1 

1 0 3 1 0 O TL à 

=|1 1 1 |x|—1 1 0 |=|2 —1 —1 

0 O0 —1 G: :® 1 0 O0 1 


Nous allons maintenant étudier l'effet d’un changement de bases sur les coordonnées d’un vecteur. 
+ Soient 3 —(e,e2,...,e,) et °—=(e,e,,...,e) deux bases d’un même K-espace vectoriel E. 
+ Soit PZ w la matrice de passage de la base vers la base 3”. 


X1 

X2 
° Pour xEeE, il se décompose en x = x;e; dans la base Z et on note X = MatZ(x) = | ; | : 
æ 


Xn 


+ Ce même x EE se décompose en x = };_, x’e’ dans la base ” et on note X’ = Maty/(x) = 


Proposition 13. 


Notez bien l’ordre! 


Démonstration. P g est la matrice de id; : (E, 4°) — (E, 8). On utilise que x = id;(x) et la proposition 
10. On a : 
X = Mat4(x) = Matg (idg(x)) = Maty æ(idg) x Mat (x) = Pa. XX! 
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4.3. Formule de changement de base 


* Soient FE et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. 

+ Soit f : E — F une application linéaire. 

+ Soient Z;, Æ; deux bases de E. 

+ Soient 3}, Æ; deux bases de F. 

+ Soit P — Pam! la matrice de passage de x à B,. 

° Soit Q = Par, R! la matrice de passage de >} à B,.. 

+ Soit A=Mat,,2,(f) la matrice de l'application linéaire f de la base %, vers la base 7. 
+ Soit B—Matz, a. U ) la matrice de l'application linéaire f de la base 4, vers la base %;.. 


Théorème 6 (Formule de changement de base). 


Démonstration. L'application f : (E, #;) — (F, 8) se factorise de la façon suivante : 


id id 
(E, 81) (E, By) 2 (F, Br) (F, B), 


c’est-à-dire que f =idrof oidg. 
On a donc l'égalité de matrices suivante : 
B — Maty,,3.() 
= Matz,,æ! (dr) X Mat,,2,() x Mat g!,2, (Gide) 


Pa. * Mat, 5 ) X Pa, 
= QT'AP 


Dans le cas particulier d’un endomorphisme, nous obtenons une formule plus simple : 
. Soit f : E — E une application linéaire. 
* Soient 3, 3’ deux bases de E. 
+ Soit P=P;.Z la matrice de passage de 3 à ”. 
+ Soit A= Mat;(f) la matrice de l’application linéaire f dans la base &. 
+ Soit B=Mat4/(f) la matrice de l'application linéaire f dans la base Z”. 
Le théorème 6 devient alors : 


Corollaire 3. 


Exemple 20. 
Reprenons les deux bases de R° de l’exemple 19 : 
1 () 3 1 (0) 
B=||11|,|—-1},| 2 et B=||—-1}|,1[1},| 0 
(0) (0) —1 (0 —1 


Soit f : R° — R° l’application linéaire dont la matrice dans la base Z est : 


1 0 —6 
0 0 3 


Que vaut la matrice de f dans la base Z,, B = Mat, (f )? 


208 
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1. Nous avions calculé que la matrice de passage de 3, vers %, était 


1 O0 —3 

P=P3,m, =|2 —1 —1 

0 O0 1 
1 0 3 
2. On calcule aussi P-1=|2 —1 5 
0 O 1 


3. On applique la formule du changement de base du corollaire 3 : 


T 0 3 1 © l 0 1 O O0 
B=P lAP=|2 1 5[x{-2 2 -7|x|2 1 -1|=|0 2 0 
0 O 1 0 O0 3 0 O0 1 0 0 3 


C’est souvent l’intérêt des changements de base, se ramener à une matrice plus simple. Par exemple ici, il 
est facile de calculer les puissances BK, pour en déduire les Af. 


4.4. Matrices semblables 


Les matrices considérées dans ce paragraphe sont des matrices carrées, éléments de M,(K). 
Définition 6. 
Soient À et B deux matrices de M,(K). On dit que la matrice B est semblable à la matrice À s’il existe 
une matrice inversible P € M,(K) telle que B = PAP. 


C’est un bon exercice de montrer que la relation « être semblable » est une relation d'équivalence dans 
l'ensemble M,(K) : 


Proposition 14. 
. La relation est réflexive : une matrice À est semblable à elle-même. 
. La relation est symétrique : si À est semblable à B, alors B est semblable à À. 
. La relation est transitive : si À est semblable à B, et B est semblable à C, alors A est semblable à C. 


Vocabulaire : 

Compte tenu de ces propriétés, on peut dire indifféremment que la matrice À est semblable à la matrice B 
ou que les matrices À et B sont semblables. 

Le corollaire 3 se reformule ainsi : 


Corollaire 4. 
Deux matrices semblables représentent le même endomorphisme, mais exprimé dans des bases différentes. 


Mini-exercices. 
Soit f : R? — R? définie par f(x, y) = (2x + y,3x—2y), Soit v = (2) € R? avec ses coordonnées dans 
la base canonique Z, de R?. Soit 3, = (CAD une autre base de R°. 


1. Calculer la matrice de f dans la base canonique. 

2. Calculer les coordonnées de f(v) dans la base canonique. 

3. Calculer la matrice de passage de 0 à 1. 

4. En déduire les coordonnées de v dans la base Z;, et de f(v) dans la base £3:. 
5. Calculer la matrice de f dans la base Z:. 


3 
Même exercice dans R° avec f : R° — R°, f(x, y,z) = (x —2y, y — 22,2 — 2x), v = (2) € R° et 


a =(().().G)): 
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Déterminants 


Vidéo M partie 1. Déterminant en dimension 2 et 3 
Vidéo M partie 2. Définition du déterminant 
Vidéo M partie 3. Propriétés du déterminant 
Vidéo M partie 4. Calculs de déterminants 

Vidéo M partie 5. Applications des déterminants 


Fiche d’exercices Calculs de déterminants 


Le déterminant est un nombre que l’on associe à n vecteurs (v,,...,v,) de R”". Il correspond au volume 
du parallélépipède engendré par ces n vecteurs. On peut aussi définir le déterminant d’une matrice A. Le 
déterminant permet de savoir si une matrice est inversible ou pas, et de façon plus générale, joue un rôle 
important dans le calcul matriciel et la résolution de systèmes linéaires. 


Dans tout ce qui suit, nous considérons des matrices à coefficients dans un corps commutatif K, les principaux 
exemples étant K = R ou K = C. Nous commençons par donner l'expression du déterminant d’une matrice 
en petites dimensions. 


1. Déterminant en dimension 2 et 3 


1.1. Matrice 2 x 2 


En dimension 2, le déterminant est très simple à calculer : 


b 
det (° À = ad — bc. 


C’est donc le produit des éléments sur la diagonale principale (en bleu) moins le produit des éléments sur 
l’autre diagonale (en orange). 
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1.2. Matrice 3 x 3 


Soit À € MA(K) une matrice 3 x 3 : 

di1 di2 13 

A=|@x1 A2 A 

31 32 33 

Voici la formule pour le déterminant : 
detA — @11422433 + 12023031 + d13021 432 — A310 22413 — A320 2311 — A33421012 - 

Il existe un moyen facile de retenir cette formule, c’est la règle de Sarrus : on recopie les deux premières 
colonnes à droite de la matrice (colonnes grisées), puis on additionne les produits de trois termes en les 
regroupant selon la direction de la diagonale descendante (à gauche), et on soustrait ensuite les produits 
de trois termes regroupés selon la direction de la diagonale montante (à droite). 


D >) “dis, ii A2 dir io di din Ai 
d21 a, Ga “don A2 dy 409 23 An) A 
à Fa 
Az1 32 “a Ash As As «37 33 As1 A3 
Exemple 1. 
2 1 O0 
Calculons le déterminant de la matrice A=| 1 —1 3 
3 2 1 


Par la règle de Sarrus : 
detA=2x(—1)x1+1x3x3+0x1x2 
=RKTIIx0—-2xX3x2-1x1x1—= 6. 


Attention : cette méthode ne s'applique pas pour les matrices de taille supérieure à 3. Nous verrons d’autres 
méthodes qui s'appliquent aux matrices carrées de toute taille et donc aussi aux matrices 3 x 3. 


1.3. Interprétation géométrique du déterminant 


On va voir qu’en dimension 2, les déterminants correspondent à des aires et en dimension 3 à des volumes. 
Donnons nous deux vecteurs v, = (%) et v = ( à ) du plan R?. Ces deux vecteurs v1, v: déterminent un 


parallélogramme. 
ÿ 
1 
V2 
j . 
ol 7 É 
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Proposition 1. 
Laire du parallélogramme est donnée par la valeur absolue du déterminant : 


a D 
de" à) | 


A = 


det(v1, v2)| = 


De manière similaire, trois vecteurs de l’espace R® : 


dj di2 d13 
V1 — | 2 Vo — | A2 V3 — | d3 
d31 d32 d33 
définissent un parallélépipède. 
Va 
Vi 


À partir de ces trois vecteurs on définit, en juxtaposant les colonnes, une matrice et un déterminant : 
di1 di2 13 
det(v1,v2,v3)= det| 4x1 G22 Q3 
31 32 33 
Proposition 2. 
Le volume du parallélépipède est donné par la valeur absolue du déterminant : 


Ÿ = | det(v;, vo, v3)|. 
On prendra comme unité d’aire dans R? l'aire du carré unité dont les côtés sont les vecteurs de la base 
canonique ((4) 7 El et comme unité de volume dans R?, le volume du cube unité. 


Démonstration. Traitons le cas de la dimension 2. Le résultat est vrai si v, = (6) et vs = 67 En effet, dans 
ce cas on a affaire à un rectangle de côtés |a| et |d|, donc d’aire |ad|, alors que le déterminant de la matrice 


a O0 
É q vaut ad 


V2 
d 
J 
Vi 
_____—_—_— 
O Fe a 


Si les vecteurs v, et y, sont colinéaires alors le parallélogramme est aplati, donc d’aire nulle ; on calcule 
facilement que lorsque deux vecteurs sont colinéaires, leur déterminant est nul. 


Dans la suite on suppose que les vecteurs ne sont pas colinéaires. Notons v, = (£) et v> = ( Û À Sia 0, 
; 0 

alors v, = vo — by est un vecteur vertical : v, = (as. 1 

L'opération de remplacer v, par v, ne change pas l'aire du parallélogramme (c’est comme si on avait coupé 

le triangle vert et on l’avait collé à la place le triangle bleu). 
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V2 
/ 
V5 
à. 
Vi 
=—} LS 
O ï 


Cette opération ne change pas non plus le déterminant car on a toujours : 


det(v1, ve) = dei ) = ad — bc = det(v,,w). 


a 
b d—bc 


On pose alors v! = (6) : c’est un vecteur horizontal. Encore une fois l’opération de remplacer v; par v! ne 
change ni l’aire des parallélogrammes ni le déterminant car 


(0) 
det(v!, ve) = det È d— » = ad — bc = det(v;,v2). 


On s’est donc ramené au premier cas d’un rectangle aux côtés parallèles aux axes, pour lequel le résultat est 
déjà acquis. 


Le cas tridimensionnel se traite de façon analogue. 


Mini-exercices. 


1 2 —7 8 
1. Pour À = È ;) et B = ( 9 ) calculer les déterminants de À, B, Ax B,A+B, A |, AA Af. 


5 
2. Mê ti urA=|" : tB 7. © 
. Mêmes questions pour À — et B — / 
q P c d c’ d' 
2 O 1 1 2 3 
3. Mêmes questions pour A=|2 —1 2|etB=|0 2 2 
3 1 0 0 0 3 


4. Calculer l'aire du parallélogramme défini par les vecteurs (2) et Cl 


5. Calculer le volume du parallélépipède défini par les vecteurs (), (G) (3). 
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2. Définition du déterminant 


Cette partie est consacrée à la définition du déterminant. La définition du déterminant est assez abstraite et 
il faudra attendre encore un peu pour pouvoir vraiment calculer des déterminants. 


2.1. Définition et premières propriétés 
Nous allons caractériser le déterminant comme une application, qui à une matrice carrée associe un scalaire : 


det : M,(K) — K 


Théorème 1 (Existence et d’unicité du déterminant). 

Il existe une unique application de M,(K) dans K, appelée déterminant, telle que 
(i) le déterminant est linéaire par rapport à chaque vecteur colonne, les autres étant fixés ; 
(ii) si une matrice À a deux colonnes identiques, alors son déterminant est nul ; 
(iü) le déterminant de la matrice identité I, vaut 1. 


Une preuve de l’existence du déterminant sera donnée plus bas en section 2.4. 


On note le déterminant d’une matrice À = (a;;) par : 


di 12 ‘‘ in 
21 22 ‘‘* An 
detA ou 
dn1 An2 ‘‘ Ann 
Si on note C; la i-ème colonne de À, alors 
detA=[C; C2 --+ Chl=det(C1,Cr,..., Cn). 


Avec cette notation, la propriété (i) de linéarité par rapport à la colonne j s’écrit : pour tout Au € K, 


det(C1,.…,AC;+uC;,...,Cn)= Adet(C1,...,C;,.….,Cn)+udet(C1,...,Ci,...,Cn), soit 


An ‘"* Aa; +uai; °° in 
di Aa; + ua, °°" in 
du ‘°° Aanj + HA; ‘7 don 
dj .….. dj; ..…. din dj: ….. a; CE din 
=ÀAl|a;j :-* a;; din| +U|di a; din 
dn1 .…. dnj ….. dan dn1 …. a, CR] dan 
Exemple 2. 
6 5 4 6 1 4 
7 —10 —3]=5x|7 —2 —3 
12 25 —1 12 5 —1 


Car la seconde colonne est un multiple de 5. 
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9 2 10—4] [9 2 10], [9 2 4 


Par linéarité sur la troisième colonne. 


Remarque. 

+ Une application de M,(K) dans K qui satisfait la propriété (i) est appelée forme multilinéaire. 

. Sielle satisfait (ii), on dit qu’elle est alternée. 
Le déterminant est donc la seule forme multilinéaire alternée qui prend comme valeur 1 sur la matrice 1. 
Les autres formes multilinéaires alternées sont les multiples scalaires du déterminant. On verra plus loin 
comment on peut calculer en pratique les déterminants. 


2.2. Premières propriétés 


Nous connaissons déjà le déterminant de deux matrices : 
* le déterminant de la matrice nulle O, vaut O (par la propriété (ïi)), 
* le déterminant de la matrice identité I, vaut 1 (par la propriété (ïii)). 


Donnons maintenant quelques propriétés importantes du déterminant : comment se comporte le déterminant 
face aux opérations élémentaires sur les colonnes ? 


Proposition 3. 
Soit A€ M,(K) une matrice ayant les colonnes C,C,...,C,. On note A la matrice obtenue par une des 
opérations élémentaires sur les colonnes, qui sont : 


1. C; + AC; avec À £ 0 : A’ est obtenue en multipliant une colonne de A par un scalaire non nul. Alors 
detA’ = A detA. 


2. Ci CG+AC;avc 1EK (et j £i) : Al est obtenue en ajoutant à une colonne de A un multiple d’une 
autre colonne de À. Alors det A’ = detA. 


3. GC; : A’ est obtenue en échangeant deux colonnes distinctes de A. Alors | det A’ = —detA| 


Plus généralement pour (2) : l'opération C; — C; + re A;C; d'ajouter une combinaison linéaire des autres 
Ji 

colonnes conserve le déterminant. 

Attention ! Échanger deux colonnes change le signe du déterminant. 


Démonstration. 
1. La première propriété découle de la partie (i) de la définition du déterminant. 


2. Soit A= (C1 Mes (CE mr GC; en une matrice représentée par ses vecteurs colonnes C,. L’opéra- 
tion Cj + C; + AC; transforme la matrice A en la matrice A! = (é Fe AC ACS en CE es C: 


Par linéarité par rapport à la colonne i, on sait que 


detA’ = detA+Adet(C; - C; CG: se Cl 
Or les colonnes i et j de la matrice (C1 “ss: GS C; 5) sont identiques, donc son détermi- 
nant est nul. 
3. Si on échange les colonnes i et j de À — (Ci tie AG see JC: 6) on obtient la matrice 4’ = 
(C1 és Ci es Gi cu), où le vecteur C; se retrouve en colonne i et le vecteur C; en colonne j. 
Introduisons alors une troisième matrice B = (c 1. Fée AG cote CPGE ess G} Cette matrice 


a deux colonnes distinctes égales, donc d’après (ii), detB = 0. 
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D'un autre côté, nous pouvons développer ce déterminant en utilisant la propriété (i) de multilinéarité, 
c’est-à-dire linéarité par rapport à chaque colonne. Ceci donne 


O = detB — det(C; -. C;+C; -. C;+C +. C) 

= det(Cy - Ci + C;+C + Ci) 
+det(C, + C; + C;+G -- C;) 

= det (Ci ee Cor Ci ee. És) 
+det(Cy + C + C; Ce) 
+det(C: ce Cj ee Cj + Ci) 
+det(C: past CS cfa, QE hé 6) 

— detA+0+0+detA/, 


encore grâce à (i) pour les deux déterminants nuls du milieu. 


Corollaire 1. 
Si une colonne C; de la matrice A est combinaison linéaire des autres colonnes, alors det A = 0. 


2.3. Déterminants de matrices particulières 


Calculer des déterminants n’est pas toujours facile. Cependant il est facile de calculer le déterminant de 
matrices triangulaires. 


Proposition 4. 
Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) est égal au produit des termes diagonaux. 


Autrement dit, pour une matrice triangulaire A — (a;;) on a 


dj A2 +. ... ... An 
0 ŒAp2 eo on 

det A — . . : . = Q11 * d22 *‘* Ann. 
OÙ gun vus «es 10 


Comme cas particulièrement important on obtient : 


Corollaire 2. 
Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonaux. 


Démonstration. On traite le cas des matrices triangulaires supérieures (le cas des matrices triangulaires 
inférieures est identique). Soit donc 


di1 12 A3 ‘‘ An 
O G22 23 ‘‘* An 


A=| 0 O0 az3 ::: ay 
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La façon de procéder utilise l'algorithme du pivot de Gauss (sur les colonnes, alors qu’il est en général défini 
sur les lignes). Par linéarité par rapport à la première colonne, on a 


1 Gji2 G13 ‘‘* Gin 

O 22 G23 ‘‘* on 
detA=al0 O0 G33 ::* Gsnl. 

0 oO 0 -.. a» 


On soustrait maintenant de chaque colonne C;, pour j 2 2, la colonne C multipliée par —a;;. C’est l'opération 
élémentaire C; <— C;—a;;C. Ceci ne modifie pas le déterminant d’après la section précédente. Il vient donc 


LL © 0: «4 © 
0 G22 23 ** Am 
detA=al0 O0 G33 ::* Gsnl. 
0 O0 O0 :-- a 
Par linéarité par rapport à la deuxième colonne, on en déduit 
L «0 «0 = 
O 1 do3 ‘‘ on 
detA = dj1 * A2 0 0 d33 ‘‘ sn ; 
0 O O0 --. a 
et l’on continue ainsi jusqu’à avoir parcouru toutes les colonnes de la matrice. Au bout de n étapes, on a 
obtenu 
L «OO 05e: 0 
1 () 
detA = a11 :@22° @33**"@nn[0 0 1: 0|=a;;-a2-a3s-ann detly, 
0 O0 O0 1 


d’où le résultat, car detI, = 1, par (iii). 


2.4. Démonstration de l’existence du déterminant 


La démonstration du théorème d’existence du déterminant, exposée ci-dessous, est ardue et pourra être 
gardée pour une seconde lecture. Par ailleurs, l’unicité du déterminant, plus difficile, est admise. 

Pour démontrer l’existence d’une application satisfaisant aux conditions (i), (it), (ii) du théorème-définition 
1, on donne une formule qui, de plus, nous offre une autre méthode de calcul pratique du déterminant d’une 
matrice, et on vérifie que les propriétés caractéristiques des déterminants sont satisfaites. On retrouvera 
cette formule, dite de développement par rapport à une ligne, en section 4.2. 

Notation. Soit À € M,(K) une matrice carrée de taille n x n. Il est évident que si l’on supprime une ligne 
et une colonne dans A, la matrice obtenue a n —1 lignes et n — 1 colonnes. On note A; ; ou A;; la matrice 
obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne de A. Le théorème d’existence peut s’énoncer de 
la façon suivante : 


Théorème 2 (Existence du déterminant). 
Les formules suivantes définissent par récurrence, pour n > 1, une application de M,(K) dans K qui satisfait 
aux propriétés (i), (ii), (ii) caractérisant le déterminant : 

*. Déterminant d’une matrice 1*1.SiaecKetA=(a), detA= a. 
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+ Formule de récurrence. Si A — (a; ;) est une matrice carrée de taille n x n, alors pour tout i fixé 


det A — (Da detA; ; + (—-1) a det A; 2 A RC EE IN (1) T'ain detA, à. 


Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur l’ordre des matrices. 
Initialisation. Dans le cas n = 1, il est évident que toutes les propriétés souhaitées sont satisfaites. 


Hérédité. Supposons maintenant que l’application det : M,_:(K) — K soit définie et satisfasse les propriétés 


(i), (ii) et (üi). Pour faciliter l'exposition, la preuve va être faite pour i = n. Soit À = (ai) notée aussi 
dj dj 


A=(C;:::Cr)oùC;=| : |est la j-ème colonne de A. On notera aussi C; — s la colonne à (n—1) 
An,j An—1,j 
éléments, égale à C; privée de son dernier coefficient. 


° Propriété (i). 
Il s’agit de vérifier que l'application 
A detA = (Da: detA, 1 + (—-1)" a 2 detA,,,+:.:+(—1)" la; ndetA, 
est linéaire par rapport à chaque colonne. Nous allons le prouver pour la dernière colonne, c’est-à-dire 
que : 
det(C1,.…., Cn-1, AC, + uC7) = Adet(C1,.…..,Cn_1, C')+ udet(Ci,..….,Cn_1, C7). 
Notons A,A4”,A" les matrices (C1--:Cn-1:: AC! +uC7), (C1: Cn1--Cr)et (C1: C1 C7), et A, ;, 


A, Fe A? j les sous-matrices extraites en enlevant n-ème ligne et la j-ème colonne. En comparant les 
RCE , DO OO : : _ / #4 
différentes matrices, on constate que Uni — Anj = Anj SJ <N tandis que ay, — Àa,, + Ua, ,. 


Similairement, A = A, = Ann = (C1:::Ch_1) puisque la n-ème colonne est enlevée. Par contre, pour 
e / 
FSI HA 


n,j? 
ce sont des déterminants de taille n — 1, on peut utiliser l'hypothèse de récurrence : 


A ; ont leurs (n—2) premières colonnes identiques, et diffèrent par la dernière. Comme 


detd = de(ei, Ca Cp CAC FC) 
= Da Codec ro) 
rudes Cer Gin) 
= AdetA,, ;, + udetA? ; 


Finalement, en mettant de côté dans la somme le n-ème terme : 


detA = (—1)"*a,;detA, 1 +(—1) a, 2 det A, +:.:+(—1)" a, , detA,, 
n—1 
= [9 (1) a, ,detA,, |+(-1)"a,,detA,, 
j=1 


n—1 
DL)" Ya, (A detA!,, +udetA”.) |+(—-1)" (Aa, +ua/,)detA,, 
j=1 


L n 
DID detA, ; + UD ("tar det AY; 
1 Fer 
— ÀAdetA’ +udetA” 


La démonstration est similaire pour les autres colonnes (on peut aussi utiliser la propriété (ii) ci-dessous). 
* Propriété (ii). 

Supposons que C, = C, pour r <s. Si k est différent de r et des, la matrice À, ; possède encore deux 

colonnes identiques C, et C,. Par hypothèse de récurrence, detA, ; = 0. Par conséquent, 


detA = (—1)"#" detA,, + (—1)"# detA,. 


Or A, et A», possèdent toutes les deux les mêmes colonnes : A,, = (C1:::C;_1Cy41"" CC) et 
Ans = (Carre Ci 1Csn Ch), car C, = C,. Pour passer de À, à A,,,, il faut faire s—r —1 échanges 
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de colonnes C 1 C 1 successifs, qui par hypothèse de récurrence changent le signe par (—1}°" Des 
dét A, ,.=(—1ÿ 7 mn det A, ,. On conclut immédiatement que 
detA= ((—1)"7 +(—1)"28 71) detA,, = 0. 
+ Propriété (iii). Si l’on considère pour A la matrice identité I,, ses coefficients a; ; sont tels que : 
il = j > di j = 1 
il £j —> di j = 0. 
Donc det1, =(—1)"*"detA,,. Or la matrice A, obtenue à partir de la matrice identité en supprimant 


la dernière ligne et la dernière colonne est la matrice identité de taille (n — 1) x (n — 1). Par hypothèse 
de récurrence, on a det1,_, = 1. On en déduit detl, = 1. 


Conclusion. Le principe de récurrence termine la preuve du théorème d’existence du déterminant. 


Remarque. 

La définition donnée ci-dessus suppose le choix d’un indice i de ligne (i = n dans la démonstration) et peut 
paraître arbitraire. Alors se pose naturellement la question : que se passe-t-il si l’on prend une autre valeur 
de i ? L'unicité du déterminant d’une matrice permet de répondre : quelle que soit la ligne choisie, le résultat 
est le même. 


Mini-exercices. 
1. En utilisant la linéarité du déterminant, calculer det (—I,,). 
2. Pour A € M,(K), calculer det(1A) en fonction de detA. 


3. Montrer que le déterminant reste invariant par l'opération C; — C; + D'-1.n À ;C; (on ajoute à une 


jAi 
colonne de À une combinaison linéaire des autres colonnes de À). 


3. Propriétés du déterminant 


Nous allons voir trois propriétés importantes du déterminant : le déterminant d’un produit de matrices, le 
déterminant de l'inverse d’une matrice, le déterminant de la transposée d’une matrice. Pour prouver ces 
propriétés, nous aurons besoin des matrices élémentaires. 


3.1. Déterminant et matrices élémentaires 


Pour chacune des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice À, on associe une matrice élémen- 
taire E, telle que la matrice obtenue par l'opération élémentaire sur À soit A =AXxE. 


1. CG AC;avec 2£0:Ec.e ac, = diag(1,...,1,2,1,...,1) est la matrice diagonale ne comportant que 
des 1, sauf en position (i,t); 


2. Cj— C+AC;avec 2€K (et j fi): Ecec+ac, est comme la matrice identité, sauf en position (j,i) où 
son coefficient vaut À ; 


3. Cie C;: Ecc; est comme la matrice identité, sauf que ses coefficients (i,i) et (j,j) s’annulent, tandis 
que les coefficients (1, j) et (j,i) valent 1. 


1 


Ec;e-c;+ac, : ‘ Ecec, T 
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Nous allons détailler le cas de chaque opération et son effet sur le déterminant : 


Proposition 5. 

1. detEce ac, = À 

2 det ce c+1c, = +1 
3. detEc.c, = —1 
4 


. SiE est une des matrices élémentaires ci-dessus, det(A x E) = detA x detE 


Démonstration. Nous utilisons les propositions 3 et 4. 


1. La matrice Ec. 16, est une matrice diagonale, tous les éléments diagonaux valent 1, sauf un qui vaut 1. 
Donc son déterminant vaut À. 


2. La matrice Ec. c+ ac, est triangulaire inférieure ou supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc son 
déterminant vaut 1. 


3. La matrice Ecec, est aussi obtenue en échangeant les colonnes i et j de la matrice Z,. Donc son 
déterminant vaut —1. 


4. La formule detA x E = detA x detE est une conséquence immédiate de la proposition 3. 


Cette proposition nous permet de calculer le déterminant d’une matrice À de façon relativement simple, en 
utilisant l’algorithme de Gauss. En effet, si en multipliant successivement À par des matrices élémentaires 
E,,...,E, on obtient une matrice T échelonnée, donc triangulaire 


T=A:E,..E, 
alors, en appliquant r-fois la proposition précédente, on obtient : 


detT —= det(A-E,-.-E,) 
—= det(A-E,--:E,._)-detE, 


— detA-detE;-detE,---detE, 


Comme on sait calculer le déterminant de la matrice triangulaire T et les déterminants des matrices 
élémentaires E;, on en déduit le déterminant de A. 


En pratique cela ce passe comme sur l'exemple suivant. 


Exemple 3. 
0 3 2 


Calculer detA, où A= | 1 —6 6 
5 9 1 
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0 3 2 
detA = det| 1 —6 6 
5 9 1! 
(opération C; <— C, pour avoir un pivot en haut à gauche) 
3 O0 2 
= (—l)xdet| =6 1 6 
9 5 1 
(CG — 1C 1, linéarité par rapport à la première colonne) 
1 O0 2 
= (—-1)x3xdet| —2 1 6 
3 5 1 
1 O O0 
= (—-1)x3xdet| —2 1 10 C3 C3—2C 
3 5 —5 
1 O0 oO 
= (—-1)x3xdet| —2 1 O0 C3 — C3 —10C 
3 5 —55 
= (—1)x3x(—55) car la matrice est triangulaire 


= 165 


3.2. Déterminant d’un produit 


Théorème 3. 


det(AB) = detA - detB 


Démonstration. La preuve utilise les matrices élémentaires ; en effet, par la proposition 5, pour À une matrice 
quelconque et E une matrice d’une opération élémentaire alors : 


det(A x E) = detA x detE. 


Passons maintenant à la démonstration du théorème. On a vu dans le chapitre « Matrices » qu’une matrice B 
est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite par le pivot de Gauss est égale à J,, c’est-à-dire 
qu'il existe des matrices élémentaires FE; telles que 


BE1-.-E,.=1I,. 
D’après la remarque préliminaire appliquée r fois, on a 
det(B-E:F::.°E,)=detB-detE, :detÆ,---detE, = detl, =1 


On en déduit 3 


detB = ————. 
detE,:--detE,. 


Pour la matrice AB, il vient 
(AB)-(E1-.E,)= Al =A. 
Ainsi 
det(ABE, --:E,) = det(AB):detF.,:--detE, = detA. 
Donc : 
1 


det(AB) = detA X ————— = detA x detB. 
ADEME FdetE...détE, Fo 
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D'où le résultat dans ce cas. 


SiB n’est pas inversible, rgB < n, il existe donc une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de B, 
ce qui revient à dire qu’il existe un vecteur colonne X tel que BX = 0. Donc detB = O0, d’après le corollaire 1. 
Or BX = 0 implique (AB)X = 0. Ainsi AB n’est pas inversible non plus, d’où det(AB) = 0 = detAdetB dans 
ce cas également. 


3.3. Déterminant des matrices inversibles 


Comment savoir si une matrice est inversible ? Il suffit de calculer son déterminant! 


Corollaire 3. 
Une matrice carrée À est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. De plus si À est inversible, 
alors : 

1 


det (A!) —= der 


Démonstration. 
+ SiA est inversible, il existe une matrice A ! telle que AA! — I, donc det(A)det(A 1) — detI, = 1. On 
en déduit que detA est non nul et det(A7!) = rt 
* SiA n’est pas inversible, alors elle est de rang strictement inférieur à n. Il existe donc une relation de 
dépendance linéaire entre ses colonnes, c’est-à-dire qu’au moins l’une de ses colonnes est combinaison 
linéaire des autres. On en déduit detA = 0. 


Exemple 4. 
Deux matrices semblables ont même déterminant. 
En effet : soit B = PAP avec P € GL,(K) une matrice inversible. Par multiplicativité du déterminant, on 
en déduit que : 
detB = det(P AP) = detP ! detAdetP = detA, 


: 4 — À 
puisque det PP = 55. 


3.4. Déterminant de la transposée 


Corollaire 4. 


Démonstration. Commençons par remarquer que la matrice E d’une opération élémentaire est soit triangu- 
laire (substitution), soit symétrique c’est-à-dire égale à sa transposée (échange de lignes et homothétie). On 
vérifie facilement que det ET = detE. 
Supposons d’abord que À soit inversible. On peut alors l'écrire comme produit de matrices élémentaires, 
A=E;:.-E,. On a alors 
T ni T CC T 

AF=ET«E 

et 
det(AT) = det(ET)..det(ET) = det(E,)---det(E1) = det(A). 
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D'autre part, si À n’est pas inversible, alors AT n’est pas inversible non plus, et det A = 0 = detAf. 


Remarque. 

Une conséquence du dernier résultat, est que par transposition, tout ce que l’on a dit des déterminants à 
propos des colonnes est vrai pour les lignes. Ainsi, le déterminant est multilinéaire par rapport aux lignes, si 
une matrice a deux lignes égales, son déterminant est nul, on ne modifie pas un déterminant en ajoutant à 
une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, etc. 


Voici le détail pour les opérations élémentaires sur les lignes : 


1. Li AL; avec À £ 0 : le déterminant est multiplié par À. 
2. L;+ L;+AL; avec 2E€K (et j Zi) : le déterminant ne change pas. 


3. Li L;: le déterminant change de signe. 


Mini-exercices. 


a 1 3 1 0 2 
1. Soient A=|0 b 2|etB—=]| O d O |.Calculer lorsque c’est possible, les déterminants des 
0 O0 c —2 O !1 


matrices À, B, A !, B-!, AT, BT,AB, BA. 


2. Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes en se ramenant par des opérations élémen- 
taires à une matrice triangulaire. 


1 2 8 
1 O0 6 1 1 1 u 
+: 3 4 15 1 j j2 | avec = nn 27 
c d ” 1 4 16 64 
5 6 21 1 j* j 
1 5 25 125 


4. Calculs de déterminants 


Une des techniques les plus utiles pour calculer un déterminant est le « développement par rapport à une 


ligne (ou une colonne) ». 


4.1. Cofacteur 


Définition 1. 

Soit À — (a) € M,(K) une matrice carrée. 
+ On note A;; la matrice extraite, obtenue en effaçant la ligne i et la colonne j de A. 
+ Le nombre detA;; est un mineur d'ordre n — 1 de la matrice A. 
+ Le nombre C;; = (—1)" det A, ; est le cofacteur de A relatif au coefficient a;;. 
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di O1 NON dij+1 in 
di  dii,j1 ii di1,j+1 °° diin 
A= CE MONT Et LE CPLM; 
dti diyi,j—1 ie dit1,j+1 °° ditin 
ni ‘ Anj-1 Mn An,j+1 ‘°° Ann 
di,1 PET d,j—1 d,j+1 Pr din 
À = di +. dinij1 di-ij+1 ++. diin 
5 
dit1,1 ++. diti,j1 diti,j+1 ++ ditin 
dn,1 Pas An,j—1 An,j+1 son dun 
Exemple 5. 
1 2 3 
Soit A=|4 2 1 |. Calculons A;:1, C1, 432, C32. 
0 1 1 
1 2 3 
1 3 
A39 —= 4 2 1 — 
4 1 
0 EE : 
C — (—1}**24 Cr du un _ 
32 = etA3s = (—1) x (—11) = 11. 
Pour déterminer si C;; = +detA;; ou C;; = —detA;;, on peut se souvenir que l’on associe des signes en 
suivant le schéma d’un échiquier : 
+ — + — 
— + — + 
A= 
+ — + — 


Donc Ci _— +detA;:, C2 = —detA), Co = — detA,1…. 


4.2. Développement suivant une ligne ou une colonne 


Théorème 4 (Développement suivant une ligne ou une colonne). 
Formule de développement par rapport à la ligne i : 


n n 
detA — D (1) Wa; detA;; — 2 a;jCi; 
j=1 j=1 
Formule de développement par rapport à la colonne j : 


n n 
detA — DOTr detA;; = > a;jCi; 
i=1 i=1 
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Démonstration. Nous avons déjà démontré la formule de développement suivant une ligne lors de la 
démonstration du théorème 1 d’existence et d’unicité du déterminant. Comme detA = detA?, on en déduit 


la formule de développement par rapport à une colonne. 


Exemple 6. 
Retrouvons la formule des déterminants 3 x 3, déjà présentée par la règle de Sarrus, en développement par 
rapport à la première ligne. 


di1 di2 d13 
doi A2 93] — QC + Q12C12 + Q13C13 
ds1 32 33 


d1 A3 d21 22 


+ d;3 


d32 33 d31 33 d31 32 

—  d11(422033 — 32023) — A12(421033 — 31023) 
+ d13(421032 — 431022) 

—  j1422@ 33 — 11032423 + A120 31023 — A12A21 033 
+ 13421432 — 13031022. 


4.3. Exemple 


Exemple 7. 
4 0 3 1 
2 À 
A 4 () 
0 3 1 —1 
1 0 2 3 


On choisit de développer par rapport à la seconde colonne (car c’est là qu’il y a le plus de zéros) : 


detA — OC2 + 2C52 + 3C32 + 0C» 


(développement par rapport à la deuxième colonne) 


4 3 1 4 3 1 
= +210 1 —1|—-314 1 0 
1 2 3 1 2 3 


on n'oublie pas les signes des cofacteurs et on recommence 
en développant chacun de ces deux déterminants 3 x 3 


1 —1 3 1 3 1 
2 3 2 3 1 —1 
(par rapport à la première colonne) 


1 3 
(+ tof 2) 


= +2(+4 — 0 +1 


1 3] °h 2 
(par rapport à la deuxième ligne) 
= +2(+4x5-0+1x(—-4))-3(-4x7+1x11—0) 


— 83 


Remarque. 

Le développement par rapport à une ligne permet de ramener le calcul d’un déterminant n x n à celui de 
n déterminants (n — 1) x (n — 1). Par récurrence descendante, on se ramène ainsi au calcul de n! sous- 
déterminants, ce qui devient vite fastidieux. C’est pourquoi le développement par rapport à une ligne ou une 
colonne n’est utile pour calculer explicitement un déterminant que si la matrice de départ a beaucoup de 
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zéros. On commence donc souvent par faire apparaître un maximum de zéros par des opérations élémentaires 
sur les lignes et/ou les colonnes qui ne modifient pas le déterminant, avant de développer le déterminant 
suivant la ligne ou la colonne qui a le plus de zéros. 


4.4. Inverse d’une matrice 


Soit À € M,(K) une matrice carrée. 


Nous lui associons la matrice C des cofacteurs, appelée comatrice, et notée Com(A) : 


Ci Ci2 En Cin 

Ca C2 Cu Con 
C= (Ci) = : ; 

Cri C2 ou Can 


Théorème 5. 
Soient À une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors 


La 
detA 
Exemple 8. 
1 1 0 
SoitA={| O 1 1 |.Le calcul donne que detA = 2. La comatrice C s'obtient en calculant 9 déterminants 
1 O 1 
2 x 2 (sans oublier les signes +/—). On trouve : 
1 1 —1 1 —1 1 
C=|-1 1 1 etdone A1=2.cT=1ll —1 
ri De CES 


La démonstration se déduit directement du lemme suivant. 


Lemme 1. 
Soit À une matrice (inversible ou pas) et C sa comatrice. Alors ACT = (detA)I,, autrement dit 


__f detA sii—)j 
à aix Cjk lo sinon 
k 


Démonstration. Le terme de position (i, j) dans ACT est D drkCjr; et donc si i — j, le résultat découle de 
la formule de développement par rapport à la ligne i. 

Pour le cas i £ j, imaginons que l’on remplace A par une matrice A’ = (a: 5) identique, si ce n’est que la ligne 
L ; est remplacée par la ligne L;, autrement dit dk = a;x pour tout k. De plus, comme A4’ possède deux lignes 
identiques, son déterminant est nul. On appelle C’ la comatrice de A’, et la formule de développement pour 
la ligne j de A’ donne 


O=det = ac = > arc 
k k 


Or, (es se calcule à partir de la matrice extraite Alt qui ne contient que les éléments de 4’ sur les lignes 

différentes de j et colonnes différents de k. Mais sur les lignes différentes de j, A’ est identique à À, donc 
d — _ 

Cix = Cjx. On conclut que Dr dikCyr = 0. 


DÉTERMINANTS 5. APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS 
Finalement, 
detA O (0) 
O detA : 
ACT = = detA:I 
; . 0 
(0) sis O detA 


et en particulier, si detA # O, c’est-à-dire si À est inversible, alors on a 


—1 LL o7r 
detA 


Mini-exercices. 
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2 O —2 t Ot 
1. Soient A=|0 1 —1|etB=| O t O |.Calculer les matrices extraites, les mineurs d’ordre 2 
2 O0 O0 —t O t 


et les cofacteurs de chacune des matrices À et B. En déduire le déterminant de À et de B. En déduire 


l'inverse de À et de B lorsque c’est possible. 


2. Par développement suivant une ligne (ou une colonne) bien choisie, calculer les déterminants : 


1 O 1 2 t O 1 0 
0 O0 O I 1 t O O 
1 1 1 0 0 1 t 0 
0 O0 O0 —I 0 O0 O t 


3. En utilisant la formule de développement par rapport à une ligne, recalculer le déterminant d’une 


matrice triangulaire. 


5. Applications des déterminants 


Nous allons voir plusieurs applications des déterminants. 


5.1. Méthode de Cramer 


Le théorème suivant, appelé règle de Cramer, donne une formule explicite pour la solution de certains 


systèmes d'équations linéaires ayant autant d'équations que d’inconnues. Considérons le système d'équations 


linéaires à n équations et n inconnues suivant : 


d1X1 + A2Xo + + Ann = b; 
d21X1 + A22Xo +" + Ann = b: 
An X1 + An2X9 + + AnnXn = Dh 


Ce système peut aussi s’écrire sous forme matricielle AX = B où 
di di2 ‘' Ain X1 b; 
21 22 ‘‘* An X2 b; 
A= . . . € M,(K), X = . et B=— 


du An2 ‘‘ Ann XA b 
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Définissons la matrice A; € M,(K) par 


di] --- dj,j—1 b; dj,j+1 .. in 

do] -.- d2,j—1 b; d2,j+1 c.. An 
À; ; ; ; 

dn1 --- An,j—1 be An,j+1 cc. nn 


Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplaçant la j-ème colonne de À par le second membre B. La 
règle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du système dans le cas où detA # 0 en fonction 
des déterminants des matrices À et A.. 


Théorème 6 (Règle de Cramer). 


Soit 
AX =B 
un système de n équations à n inconnues. Supposons que detA # 0. Alors l’unique solution (x1,xX2,...,Xh) 
du système est donnée par : 
det A; detA, detA, 
"17 detA "27 detA . "n — detA 


Démonstration. Nous avons supposé que detA £ 0. Donc À est inversible. Alors X = A 1B est l’unique 


solution du système. D'autre part, nous avons vu que A ! = ac T'où C est la comatrice. Donc X = TC TB. 
En développant, 

X] | Ci +. Ci b; : C1 + Co1bo +++ Cibh 

a ” detA| : * |” detA ° 

x Gin où CG b; Cinb1 + ConD2 + "+ Cundn 
C'est-à-dire 

“Cab tes+ Cr - Cubes tC, _ Cgbr Fete, D 

LE detA La detA D detA 
Mais b:C:; +---+ b,C,; est le développement en cofacteurs de detA; par rapport à sa i-ème colonne. Donc 
_ detA; 
Le detA 


Exemple 9. 
Résolvons le système suivant : 
X + 2X3 — 6 
—3X1 + 4x2 + 6x3 — 30 
—X] — 2X) + 3x3 — 8 
On a 
1 0 2 6 
A=| —3 4 6 B=| 30 
—1 —2 3 8 
6 0 2 1 6 2 1 0 6 
A1=| 30 4 6 A)=| —3 30 6 A3=| —3 4 30 
8 —2 3 —1 8 3 —1 —2 8 
et 


detA = 44 detA; = —40 detA, = 72 detA; = 152. 
La solution est alors 
_ detA; __ 40 _ 10 x, = detAr _ 72 _ 18 ,, = Jets _ 152 38 
detA 44 11  detA 44 11 * detA 44 11 


X] 
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La méthode de Cramer n’est pas la méthode la plus efficace pour résoudre un système, mais est utile si le 
système contient des paramètres. 


5.2. Déterminant et base 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Fixons une base Z de E. On veut décider si n vecteurs 
Vi, Va, .., V, forment aussi une base de E. Pour cela, on écrit la matrice À € M,(K) dont la j-ème colonne 
est formée des coordonnées du vecteur v; par rapport à la base (comme pour la matrice de passage). Le 
calcul de déterminant apporte la réponse à notre problème. 


Théorème 7. 

Soit E un K espace vectoriel de dimension n, et v1,v2,...,v,, n vecteurs de FE. Soit À la matrice obtenue en 
juxtaposant les coordonnées des vecteurs par rapport à une base B de E. Les vecteurs (v1,v2,...,v,) forment 
une base de E si et seulement si det A À 0. 


Corollaire 5. 
Une famille de n vecteurs de R" 


dj di2 din 
do] d22 don 
dn1 dn2 dan 


forme une base si et seulement si det (a;;) # 0. 


Exemple 10. 
Pour quelles valeurs de a, b ER les vecteurs 
(0 a b 
a b 0 
b 0 a 
forment une base de R° ? Pour répondre, il suffit de calculer le déterminant 
0 a b 
a b OQ|=-—a—b. 
b O0 a 
Conclusion : si a? Z£ —bÿ alors les trois vecteurs forment une base de R°. Si a° = —bÿ alors les trois vecteurs 
sont liés. (Exercice : montrer que a° + b? = 0 si et seulement si a = —b.) 


Démonstration. La preuve fait appel à des résultats du chapitre « Matrices et applications linéaires » (section 
« Rang d’une famille de vecteurs ») : 


rg(V1, V2, ...,V,)=n 
IgA=n 


(V1, V2,...,v,) forment une base 


A est inversible 
detA £ 0 


DIT 


5.3. Mineurs d’une matrice 


Définition 2. 
Soit À — (a;;) € M, ,(K) une matrice à n lignes et p colonnes à coefficients dans K. Soit k un entier 
inférieur à n et à p. On appelle mineur d'ordre k le déterminant d’une matrice carrée de taille k obtenue 
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] à partir de À en supprimant n — k lignes et p — k colonnes. 


Noter que À n’a pas besoin d’être une matrice carrée. 


Exemple 11. 

Soit la matrice 

1 2 3 4 
1 0 1 7 
0 1 6 5 


* Un mineur d'ordre 1 est simplement un coefficient de la matrice A. 


À = 
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+ Un mineur d’ordre 2 est le déterminant d’une matrice 2 x 2 extraite de A. Par exemple en ne retenant 


: : ; fa #4 : 
que la ligne 1 et 3 et la colonne 2 et 4, on obtient la matrice extraite 1 s} Donc un des mineurs 


d’ordre 2 de A est | = 6. 


Un mineur d'ordre 3 est le déterminant d’une matrice 3 x 3 extraite de À. Par exemple, en ne retenant 


que les colonnes 1, 3 et 4 on obtient le mineur 


1 3 4 
1 1 7|——28 
0 6 5 


- Il n’y a pas de mineur d’ordre 4 (car la matrice n’a que 3 lignes). 


5.4. Calcul du rang d’une matrice 


Rappelons la définition du rang d’une matrice. 


Définition 3. 


Le rang d’une matrice est la dimension de l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes. C’est 


donc le nombre maximum de vecteurs colonnes linéairement indépendants. 


Théorème 8. 


Le rang d’une matrice A € M, ,(K) est le plus grand entier r tel qu'il existe un mineur d'ordre r extrait de A 


non nul. 


La preuve sera vue en section 5.6. 


Exemple 12. 
Soit a un paramètre réel. Calculons le rang de la matrice À € M; 4(R) : 


1 1 
A=!|1 2 
1 1 


R © N 


1 
1 
1 


+ Clairement, le rang ne peut pas être égal à 4, puisque 4 vecteurs de R° ne sauraient être indépendants. 


+ On obtient les mineurs d’ordre 3 de A en supprimant une colonne. Calculons le mineur d’ordre 3 obtenu 


en supprimant la première colonne, en le développant par rapport à sa première colonne : 


1 2 1 
3 1 2 1 2 1 

2 3 1|— — =a—2. 
a ? a ? 3 1 

1 a 1 


Par conséquent, si a £ 2, le mineur précédent est non nul et le rang de la matrice A est 3. 
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. Sia=—2, on vérifie que les 4 mineurs d'ordre 3 de A sont nuls : 


1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 
2 3 1|—=11 3 1|—11 2 1|—=|1 2 3 —0 
1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 


1 
: = 1 (lignes 1,2, colonnes 1,2 de À) est 


un mineur d'ordre 2 non nul. Donc si a = 2 , le rang de A est 2. 


mn _——. 1 
Donc dans ce cas, À est de rang inférieur ou égal à 2. Or 1 


5.5. Rang d’une matrice transposée 


Proposition 6. 
Le rang de À est égal au rang de sa transposée AT. 


Démonstration. Les mineurs de A7 sont obtenus à partir des mineurs de À par transposition. Comme les 
déterminants d’une matrice et de sa transposée sont égaux, la proposition découle de la caractérisation du 


rang d’une matrice à l’aide des mineurs (théorème 8). 


5.6. Indépendance et déterminant 


Revenons sur le théorème 8 et sa preuve avec une version améliorée. 


Théorème 9 (Caractérisation de l’indépendance linéaire de p vecteurs). 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et 8 —(e;,...,e,) une base de E. Soient v1,...,v, des vecteurs 
de E avec p < n. Posons v; = >. a; je; pour 1 < j < n. Alors les vecteurs {v1,...,v,} forment une famille 
libre si et seulement s’il existe un mineur d'ordre p non nul extrait de la matrice À = (ai, ;) € M; p(K). 


Démonstration. Supposons d’abord que la famille 7 = {v1,...,v,} soit libre. 
° Sip =n, le résultat est une conséquence du théorème 7. 
° Sip < n, on peut appliquer le théorème de la base incomplète à la famille et à la base 4 = {e,...,e,}; 
et quitte à renuméroter les vecteurs de Z, on peut supposer que %” = (v1,..., Vos prises) est une 


base de E. (Note : cette renumérotation change l’ordre de e;, autrement dit échange les lignes de la 
matrice À, ce qui n’a pas d'impact sur ses mineurs ; on appellera encore Z la base renumérotée.) La 


matrice P de passage de # vers Æ” contient les composantes des vecteurs (v1,..., Pré OS 
rapport à la base (renumérotée) 3 = (e:,...,e,) c’est-à-dire 
di1 sans dip 0 ... 0 
P = 
Gel Gp 0 0 
dp+1,1 dp+1,p ul 0 
dit ss a 0 4 1 
Le déterminant det P est non nul puisque les vecteurs (v1,...,v,,e,41,...,e,) forment une base de E. 


Or ce déterminant se calcule en développant par rapport aux dernières colonnes autant de fois que 
nécessaire (soit ñn — p fois). Et l’on trouve que 


dj,1 asie di,p 


det P — 
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di #3 di,p 


Le mineur | : ‘ : |est donc non nul. 


dp,1 App 


Montrons maintenant la réciproque. Supposons que le mineur correspondant aux lignes ti, i2,...,i 


non nul. Autrement dit, la matrice 
di,,1 LS di,,p 
di,,1 ss 
satisfait detB 0. Supposons aussi 

AUS fre AVE = 0 
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p soit 


En exprimant chaque v; dans la base (e,,...,e,), on voit aisément que cette relation équivaut au système 


suivant à n lignes et p inconnues : 


Aa CE is À MA. = 0 
Ga ces 6 GA 0 
Gad Æ ss Ro = 1.0 
Ce qui implique, en ne retenant que les lignes à1,...,i, : 
MA A ces QE SAS 0 
d,1l + + di,pAp = 0 
di,1A1 + + di,,pÀp = 0 
ce qui s'écrit matriciellement 
qi 
B| : |=0. 
Àp 
Comme B est inversible (car detB # 0), cela implique À; = :-:— À, — 0. Ce qui montre l'indépendance des 
Vi. 
Mini-exercices. 
ty +2 = 1 
1. Résoudre ce système linéaire, en fonction du paramètre tER:4 2x+ty = 2 
—y+tz = 3 
2. Pour quelles valeurs de a, b ER, les vecteurs suivants forment-ils une base de R°? 
a 2a 3a 
1}, 1 |,1 1 
b b —2b 
3. Calculer le rang de la matrice suivante selon les paramètres a, b ER. 
1 2 b 
0 a 1 
1 O0 2 
1 2 1 
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